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Аннотация. Получение моделей механических процессов с диссипацией на основе теории Эйлера–Лагранжа
имеет несомненные преимущества перед теорией Ньютона за счет меньшего размера рассматриваемого век-
тора переменных, входящих в уравнения. Однако вариационная теория Эйлера–Лагранжа не применима
к описанию движения систем с диссипацией. Целью работы является возможность продемонстрировать ис-
пользование теории Эйлера–Лагранжа применительно к диссипативным системам с различными видами тре-
ния. Математические модели систем с диссипацией построены на основе суперпозиции механического и тер-
модинамического лагранжианов. Для получения математического описания диссипативных систем предложе-
но использовать полевую теорию применительно к термодинамике диссипативных процессов в рамках фор-
мализма Лагранжа. В результате проведенной работы получены уравнения Эйлера–Лагранжа для моделей
трения Стокса и Кулона. На основе результатов, полученных в работе, показана возможность учета диссипа-
ции энергии в формализме Лагранжа. Предложены математические модели, описывающие динамические
процессы в гетерогенных структурах с трением на основе теории Эйлера–Лагранжа. Представлены математи-
ческие преобразования, которые позволяют осуществлять переход от моделей, полученных на основе форма-
лизма Лагранжа, к моделям на основе механики Ньютона.
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Abstract. Obtaining models of mechanical processes with dissipation based on the Euler-Lagrange theory has un-
doubted advantages over Newton's theory due to the smaller size of the considered vector of variables included in the
equations. However, the Euler-Lagrange variation theory is not applicable to the description of the motion of systems
with dissipation. The aim of the work is to demonstrate the possibility of using the Euler-Lagrange theory in relation
to dissipative systems with different types of friction. Mathematical models of systems with dissipation are based on
the superposition of mechanical and thermodynamic Lagrangians. To obtain a mathematical description of dissipative
systems it is proposed to use the field theory as applied to the thermodynamics of dissipative processes within the
framework of the Lagrange formalism. The Euler-Lagrange equations are obtained for the Stokes and Coulomb fric-
tion models. As it was referred to the research results obtained there is possibility of accounting the energy dissipation
in the Lagrange formalism. The mathematical models proposed describe dynamic processes in heterogeneous struc-
tures with friction based on the Euler-Lagrange theory. There are presented mathematical transformations that allow
transition from models based on the Lagrange formalism to models based on Newtonian mechanics.
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Введение
Силы трения, относящиеся к силам сопротив-

ления, возникают повсеместно: это внешнее трение
в движущихся соединениях деталей машин и ме-
ханизмов, трение в неподвижных прессовых, за-
клепочных,  болтовых и др.  соединениях за счет
микропроскальзывания при нагрузках системы
в местах контакта, это и внутреннее трение в мате-
риалах элементов системы. К силам трения отно-
сят и силы сопротивления среды, которые возни-
кают, например, при движении конструкции в газе
или жидкости.

Механическая энергия при трении не исчезает,
а происходит ее диссипация – превращение в теп-
ловую энергию. Однако адекватно описать поведе-
ние систем под действием трения – нетривиальная
задача из-за различных форм проявления трения.

В каждом конкретном случае величина трения
зависит от многих факторов (нагрузки, скорости
движения, материалов, шероховатости, наличия
смазки, температурного воздействия и др.).

Для описания динамики гетероструктур с тре-
нием используются два метода. Векторная механи-
ка базируется на законах Ньютона и двух основ-
ных векторах – «импульсе» и «силе» – и включает
анализ и синтез сил и моментов. Второй метод ос-
новывается на вариационной теории Эйлера и Ла-
гранжа, базирующейся на скалярных величинах:
кинетической и потенциальной энергиях.

В векторном методе для описания движения ис-
пользуются «поддерживающие связи», для которых
нужно придумывать различные гипотезы. В скаляр-
ном методе все действующие силы (упругости, тя-
жести и др.) выходят из одной скалярной величины –
«силовой функции», выполняющей роль потенци-
альной энергии. Однако сила трения не связана
с потенциальной энергией и оказывается вне области
применения вариационных принципов. Получение
адекватного описания моделей механических систем
с трением,  с опорой на формализм Лагранжа,  явля-
ется актуальной целью исследования из-за явного
преимущества перед теорией Ньютона.

Преимущества вариационной теории Эйлера
и Лагранжа очевидны, т. к. энергия является вели-
чиной скалярной, ее намного проще преобразовы-
вать и дифференцировать при заменах координат,
чем ускорения и силы, входящие в уравнения Нью-
тона и имеющие векторный характер. Особенно эти
преимущества становятся очевидными по мере уве-
личения размерности системы. При движении од-
ной частицы это преимущество несущественно, од-
нако по мере увеличения числа элементов в рас-
сматриваемой системе, где согласно теории Ньюто-
на для каждого элемента необходимо записывать
3-мерные уравнения движения с учетом взаимных
связей, это преимущество возрастает, поэтому ис-
пользование теории Ньютона сильно усложняет

решение задачи с трением, что непременно требует
поиска возможных путей применения вариацион-
ных методов для упрощения расчетов.

Фундаментальные основы построения моде-
лей гетероструктур с трением

Как уже было сказано, сила трения не имеет
«силовой функции», а значит формализм Лагранжа
не применим к вариационной теории Эйлера и Ла-
гранжа. Но данное ограничение не является пово-
дом отказываться от применения теории Лагранжа.
Формализм Лагранжа основывается на принципе
наименьшего действия Гамильтона и является уни-
фицированной процедурой, применимой к каждой
физической системе [1].

Лагранжева механика является интерпретацией
классической механики Ньютона. Как известно,
функция Лагранжа для классической механики
представляет разность между кинетической и по-
тенциальной энергией и имеет название «функция
Лагранжа», или «лагранжиан» [2, 3]:

( )2 ,
2
mL x U x T U= - = -&

где L – функция Лагранжа; 2

2
m x T=&  – кинетиче-

ская энергия системы; ( )U x  – потенциал (потен-
циальная энергия).

Потенциальная и кинетическая энергии содер-
жат в себе информацию о динамике сложных ме-
ханических систем. Таким образом, формализм
Лагранжа представляет собой универсальное мето-
дически обобщенное средство, позволяющее опи-
сывать различные физические системы на одина-
ковом методическом уровне. Использование урав-
нений баланса позволяет определить такие универ-
сальные физические величины, как энергия, рабо-
та, импульс. А вся информация о процессах в си-
стеме содержится в одной скалярной функции –

лагранжиане ( , , )L q q t& , который, в свою очередь,
зависит от обобщенных координат системы

{ }, 1, ...,iq q i f= =

и обобщенных скоростей

{ }, 1, ...,iq q i f= =& &

и является индивидуальной структурой, входящей
в формализм Лагранжа [4].

Лагранжиан представляет собой интегральное
ядро принципа наименьшего действия Гамильтона:

2

1

, , extremum,
t

t

J L q q t dtæ ö= ®ç ÷è øò &
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ем из которого вытекает система уравнений Эйле-
ра–Лагранжа при отсутствии внешних непотенци-
альных сил

0,    1, , ,i i

d L L i f
dt q q

¶ ¶
- = = ¼

¶ ¶&

которые и являются фундаментальными уравнени-
ями движения системы.

Формализм Лагранжа для диссипативных
систем

Рассмотрим формализм Лагранжа для диссипа-
тивных систем.

Идея состоит в обобщении уравнения, описы-
вающего работу силы

,dA F dl= ×

где dA – элементарная работа; F – сила,  для кото-
рой вычисляется элементарная работа; dl – элемен-
тарное перемещение.

Смысл обобщения состоит в замене перемеще-
ния dl, вдоль которого действует сила F, на обоб-
щенную координату dq, характеризующую про-
странственную напряженность (перемещение dl,
объем dV, массу, заряд, энтропию dS и др.),  а вме-
сто F используем обобщенную силу Q, иллюстри-
рующую характер напряженности, такую, что

( ) .A Q q dq= ò
Везде в результате действия обобщенной силы

происходит преобразование энергии:

– потенциальной ;i
i

UQ
q

¶
= -

¶

– кинетической .i
i

d TQ
dt q

¶
=

¶ &

При отсутствии внешних сил получим равенство

0.i i

d T U
dt q q

¶ ¶
- =

¶ ¶&
             (1)

При внешних непотенциальных силах уравне-
ние (1) примет вид

внеш. непотенц.i
i i

d T U Q
dt q q

¶ ¶
- =

¶ ¶&

Как показывают исследования [1], диссипация,
связанная с внешними непотенциальными силами,
может входить в формализм Лагранжа, а силы тре-
ния могут быть учтены путем введения перемен-
ной переноса.

Диссипативные свойства системы проявляются
в передаче энергии от ее нетепловых степеней свобо-
ды к тепловым. Смоделируем трение в рамках фор-
мализма Лагранжа,  используя термодинамику не-
обратимых процессов. Для этого обобщим принцип
Гамильтона на полевую теорию. Представим сово-
купность фундаментальных полей пространственно-
временных переменных системы в виде функции

{ }iψ ψ , 1, , .i f= = ¼

Процессы ( )ψ ψ ,x t=  в системе в интервале
времени [ ]1 2,t t  в заданном объеме V должны удо-
влетворять принципу наименьшего действия Га-
мильтона:

( )
2

1

ψ, ψ, , extremum.
t

t V

J L x t dVdt= ¶ =òò

Лагранжиан ( )ψ, ψ, ,L x t¶  представляет собой
функцию фундаментальных полей и их первых
производных по пространственным и временным

координатам: { },t¶ = ¶ Ñ , где  .t t
¶

¶ =
¶

Уравнения Эйлера–Лагранжа примут вид

( ) ( )
0,    1, , .

ψ ψ ψt

L L L i f
t

¶ ¶ ¶ ¶
+ Ñ - = = ¼

¶ ¶ ¶ ¶ Ñ ¶

В лагранжевом формализме явление теплопро-
водности описывается комплексной фундамен-
тальной тепловой переменной

( ) ( ) ( )( )ψ , , exp φ , ,x t T x t i x t=

где ( ) ( ) ( )*, ψ , ψ , 0T x t x t x t= ³  – абсолютная тем-
пература (характеризует тепловое поле);

( ) ( )*ψ , и ψ ,x t x t  – комплексно-сопряженные фун-
кции; ( )φ ,x t  – тепловая фаза.

Лагранжиан теплопереноса представим через
действительные переменные

( )( ) ( ) ( )( ) ( )терм 0 0
1 φ φ λ φ φ ,
ω t tL cT cT T T T G Té ù= - - ¶ - + - Ñ Ñ - + ¶ë û

где c – удельная теплота (предполагается c = const);
ω – частота, в дальнейшем выпадает из уравнений;

( ) ( )0φ Θ 2 ,T Т=  Θ – константа, имеющая размер-
ность температуры; λ – коэффициент теплопровод-
ности; G(T) – функция энтропии.

В случае использования идеального материала
с нулевой теплопроводностью λ = 0 лагранжиан
принимает вид

( )( )терм 0
1 φ φ .
ω tL cT cT Té ù= - - ¶ -ë û              (2)
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Наложим полевую теорию на основе модели (2)
на формализм Лагранжа.

Рассмотрим одномерное жесткое тело, движу-
щееся по плоской поверхности. Его движение про-
исходит под действием силы трения R и обуслов-
лено потенциалом U(x). Для простоты размеры
и свойства тела примем такими, чтобы на участке
движения ∆x тело можно было принять за матери-
альную точку, обладающую теплоизоляционными
свойствами (λ = 0), а все тепло при трении переда-
валось бы данному телу.

Модели трения
Рассмотрим применение формализма Лагранжа

в рамках моделей:
– трения Стокса

μ ;сR x= - &

– трения Кулона

μ ,к
xR
x

= -
&

&

где сR и кR – силы трения Стокса и Кулона соответ-
ственно; μ – коэффициент трения; x& – скорость тела.

Трение Стокса (вязкое трение в жидкости).
Уравнение движения имеет вид

( )
μ 0,

dU x
m x x

dx
+ + =&&&             (3)

где m – масса; ẍ – ускорение; x – координата тела.

Из него получаем частное уравнение баланса
механической энергии

( )2 2μ .
2

d m x U x x
dt

æ ö+ = -ç ÷
è ø

& &             (4)

Скорость потери механической энергии в ре-
зультате трения определяется мощностью силы
трения. Эти потери с противоположным знаком
входят в уравнение баланса тепловой энергии

( ) 2μ ,d cT x
dt

= &                (5)

где c – удельная теплота; T – абсолютная температура.
Сложив (4) и (5), получим

( )2 0.
2

d m x U x cT
dt

æ ö+ + =ç ÷
è ø

&             (6)

Ни одно из уравнений (3)–(6) в отдельности
не является самосопряженным, а следовательно,
не может служить отправной точкой для форма-
лизма Лагранжа.

Для возможности применения формализма Ла-
гранжа введем дополнительную переменную пере-
носа Ф. Лагранжиан для задачи с диссипацией
принимает вид

( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

2
0

2 2
0

11 φ φ
2 ω

1 Ф Ф φ φ μ ,
ω 2

m dL x U x cT T
dt

m x U x T x

ì üì ü é ù= - + - + - +í ý í ýê úî þ ë ûî þ
ì üé ùæ öï ïæ ö+ - + + - - -í ýê ç ÷ úç ÷è ø è øï ïë ûî þ

&

& &&

где и φ – базовые переменные термодинамики
в рамках лагранжева формализма.

Полученный лагранжиан является суперпози-
цией механического лагранжиана без учета трения,

( )2
мех ,

2
mL x U x= -&

усеченного лагранжиана теплодинамики

( )( )терм 0
11 φ φ
ω

dL cT T
dt

é ù= + -ê úë û

и лагранжиана взаимодействия

( ) ( )( )( ) ( )2 2
взаим 0

1 Ф Ф φ φ μ ,
ω 2

mL x U x T xé ùæ ö= - + + - - -ç ÷ê úè øë û
& & &

связанного с трением, характеризующего энергию
диссипации (первое слагаемое) и скорость дисси-
пации (второе слагаемое).

Уравнения Эйлера–Лагранжа получаются пу-
тем вариации δ переменных x, T, φ, Ф и имеют вид

( )( )( )0
1 μ 1δ :  1 Ф 2 Ф φ φ 1 Ф 0;
ω ω

d dUx mx T
dt m dx

ì üé ùì ü æ ö- - - - + + =í í ý ý ç ÷ê úî þ è øë ûî þ
& &&                    (7)
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- =&                          (8)

( )( )0
1δ : 1 φ φ 0;
ω

dT c T
dt

é ù+ - =ê úë û
                                             (9)

( )2 2δФ : μ 0.
2

d m x U x x
dt

æ ö+ + =ç ÷
è ø

& &

Решения для уравнений (7)–(9) имеют вид

( )
μμФ ω ω 1 ;

t
mt t e

m
æ ö

= - - -ç ÷
è ø

( )
μ

0
μ 1 ;

t
mx t v e

m
-æ ö

= -ç ÷
è ø

                  (10)

( )
2μ2

0
0

1 1 ,
2

t
mmv

T t T e
c

-æ ö
= + -ç ÷

è ø

где v – скорость.
Продифференцировав уравнение (10), получим

уравнение для скорости движения материальной
точки под действием трения Стокса:

( ) ( )
μ2

0 2

μ .
t
mv t x t v e

m
-

= =&

Трение Кулона. Динамика материальной точки
в одномерном случае описывается лагранжианом

( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( )

2
0

2
0

11 φ φ
2 ω

1 Ф Ф φ φ μ .
ω 2

m dL x U x cT T
dt

m x U x T x

ì üì ü é ù= + + - + - +í ý í ýê úî þ ë ûî þ
ì üé ùæ ö+ - + + - - -í ýç ÷ê úè øë ûî þ

&

& & &

Уравнения Эйлера–Лагранжа примут вид

( )( )( )0
1 μ 1δ :  1 Ф Ф φ φ 1 Ф 0;
ω ω ω

d x dUx mx T
dt dxх

ì üï ïé ù é ù æ ö- + - - + + =í ý ç ÷ê ú ê úë û ë û è øï ïî þ

&
& &&

&

( )δφ : μ 0;d cT x
dt

- =&

( )( )0
1δ : 1 φ φ 0;
ω

dT c T
dt

é ù+ - =ê úë û

( )2δФ : μ 0.
2

d m x U x x
dt

æ ö+ + =ç ÷
è ø

& &

В частном случае, при U(x) = 0 и начальных усло-
виях ( )0 0,x t = ( ) ( )0 0 0 0 , ,x t v T t T= =&  при 0 0,t =  полу-
чим следующие решения [4]:

( ) 0μ ;
μ

mv
x t t t

m
æ ö

= -ç ÷
è ø

           (11)

( ) 0 0
μ μ .

2
T t T t v t

c m
æ ö= + -ç ÷
è ø

Время прекращения движения 0τ
μ

mv
= .

Продифференцировав уравнение (11), получим
уравнение для скорости движения материальной
точки под действием трения Кулона:

( ) ( ) 0
μ2 .v t x t v t
m

= = -&                       (12)

Результаты моделирования
Проведем анализ полученных уравнений, по-

строив графики зависимостей x(t), v(t), T(t)  с по-
мощью программного пакета MathCad.

Для этого зададим параметры системы:

( )
0

0

 μ 0,001; 0,1кг; 10м/с; 0 500c;
273К; 200Дж/ кг К .

m v t
T c

= = = = ¸

= = ×
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На рис. 1 представлен скриншот, иллюстриру-
ющий применение пакета MathCad при расчетах
зависимостей x(t), v(t), T(t) при использовании мо-

делей с трением Стокса (на скриншоте обозначены
x(t), V(t), T(t))  и моделей с трением Кулона (на
скриншоте обозначены x1(t), V1(t), T1(t)).

Рис. 1. Скриншот применения пакета MathCad при расчетах

Fig. 1. Screenshot of the use of the MathCad package in calculations

Проведем сравнительный анализ решений, по-
лученных классическим методом согласно Ньюто-
новской механике и с использованием формализма
Лагранжа для диссипативных систем.

Анализ моделей с трением Кулона. Из анализа
уравнения (11) следует, что оно однозначно опи-

сывает движение тела под действием кулоновского
трения.

Графики зависимости координаты и скорости
от времени, полученные в MathCad согласно урав-
нениям (11) и (12) представлены на рис. 2.

а     б

Рис. 2. Графики зависимости координаты (а) и скорости (б) от времени
при использовании модели трения Кулона в интервале 0–500 с

Fig. 2. Graphs of dependence of a coordinate (a) and speed (б) on time
when using the Coulomb friction model in the time interval 0-500 s

Для классической кулоновской силы трения
уравнения зависимости координаты и скорости
от времени для равноускоренного движения име-
ют вид [5]

( )
2

0 0 ,
2

atx t x v t= + -           (13)
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( ) ( ) 0 ,v t x t v at= = -&             (14)

где
μ2a
m

= – ускорение.

Проведя замену μ2
m

на ускорение a в уравне-

ниях (11) и (12), получим уравнения (13) и (14),
отвечающие равнозамедленному движению и со-
гласующиеся с графиками на рис.  2,  что подтвер-

ждает справедливость возможности использования
формализма Лагранжа для диссипативных систем.

Выбор интервала времени от 0 до 500 обуслов-
лен остановкой тела при v(500) = 0.

Увеличение интервала времени приводит, как
и ожидается, к смене знака скорости и уменьше-
нию координаты (рис. 3), что теоретически оправ-
дано при переходе выделявшейся при трении теп-
ловой энергии в кинетическую.

3 ∙ 103

2 ∙ 103

1 ∙ 103

x1(t), мV1(t), м/с

t, с t, с

     а б

Рис. 3. Графики зависимости скорости (а) и координаты (б) от времени
при использовании модели трения Кулона в интервале 0–1 000 с

Fig. 3. Graphs of dependence of speed (a) and a coordinate (б) on time
when using the Coulomb friction model in the time interval 0-1.000 s

В реальной ситуации такое происходить не мо-
жет, т. к. энергия расходуется на работу диссипа-
тивных сил, поэтому необходимо с осторожностью
подходить к моделированию, определяя интервал
времени, при котором уравнения дают адекватный
результат.

График зависимости температуры тела от вре-
мени (рис. 4) демонстрирует повышение темпера-
туры тела в результате трения,  что не противоре-
чит физическим законам.

T1(t), К

t, с

Рис. 4. График зависимости температуры тела с трением Кулона от времени

Fig. 4. Graphs of dependence of body temperature with Coulomb friction on time
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Анализ моделей с трением Стокса. Как из-
вестно, вязкое трение зависит от скорости движе-
ния тела (R = – μx). С уменьшением скорости тре-
ние уменьшается. Данный факт подтверждается

представленными на рис. 5 графиками зависимо-
сти координаты и скорости от времени для вязко-
го трения.

 1 ∙ 10–3

 8 ∙ 10–4

 6 ∙ 10–4

 4 ∙ 10–4

 2 ∙ 10–4

V(t), м/сх(t), м

t, сt, с

                    а б

Рис. 5. Графики зависимости координаты (а) и скорости (б) от времени при использовании модели трения

Fig. 5. Graphs of a coordinate (a) and velocity (б) on time when using a friction model

Анализируя графики на рис. 5, можно прийти
к выводу, что при наличии вязкого трения характер
движения оказывается более сложным, чем при
трении Кулона. Движение происходит не просто
 с замедлением, но и с переменным ускорением,
что следует из графика 5, б, а значит, требует для
описания в классической форме более сложных
зависимостей, нежели зависимости (13) и (14).

Заключение
В работе показана возможность обобщения

формализма Лагранжа на задачи с трением для
диссипативных систем. Предложены математиче-
ские модели, описывающие динамические процес-
сы в гетерогенных структурах с трением. Результа-
ты моделирования подтверждают схожесть полу-
ченных моделей на основе формализма Лагранжа
с моделями на основе классической ньютоновской
механики.

Рассмотренные модели, характеризующие дис-
сипативные свойства тел в формализме Лагранжа,
являются упрощенными и нуждаются в совершен-
ствовании. В реальной ситуации движение проис-
ходит при соприкосновении тел, имеющих конеч-
ные размеры, у которых тепло распределяется
определенным образом между обоими телами.

Кроме того, теплопередача происходит по по-
верхности тел, а не по всему объему, что требует
корректировки полученных моделей. Однако зада-
ча заключалась не в строгом описании моделей
механических систем с диссипацией, а в демон-
страции возможности учета диссипации в форма-
лизме Лагранжа. Этот формализм позволяет полу-
чить унифицированную структуру для любых тех-
нических систем и на основе вариационного прин-
ципа Гамильтона получать приближенные реше-
ния динамических систем с использованием из-
вестных пакетов программ.
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