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Метод конечных элементов, получивший широкое распространение в прочностных рас-

чётах машиностроительных конструкций, располагает значительным перечнем базовых ко-

нечных элементов, используемых для построения дискретных конечно-элементных расчёт-

ных динамических моделей (РДМ) грузоподъёмных кранов. Представлена статическая и ди-

намическая характеристики параметров РДМ. Расчётная статическая модель служит для 

определения жёсткостных характеристик (формирования матрицы жёсткости) и определе-

ния напряжённо-деформированного состояния конструкций различными методами строи-

тельной механики, выбранными проектировщиком; по РДМ определяются динамические 

параметры для описания собственных и вынужденных колебаний крановых сооружений во 

время внешних воздействий. Анализ качества РДМ несущих металлоконструкций мостовых 

кранов, построенных на основе стержневых с открытым и замкнутым профилем и пластин-

чатых конечных элементов, выполнен на основе сравнения общей изгибной жёсткости про-

лётных балок и на основе сравнения собственных частот и собственных форм колебаний их 

РДМ. Приведена общая методология формирования уравнений движения для крановых си-

стем со многими (n) степенями свободы на основе их стержневых и пластинчатых конечных 

элементов; последних – на основе теории пластин Кирхгофа. Проведён сравнительный ана-

лиз собственных форм колебаний пластинчатой и стержневой РДМ крана 130/32 т, пролётом 

33,5 м, выявлены преимущества двух типов РДМ, важных для расчётного анализа прочности 

и сейсмостойкости при проектировании мостовых кранов. Обоснована необходимость раз-

работки новых методов расчёта на конечно-элементной базе расчётных моделей, учёта про-

странственного характера воздействия. Рекомендовано рассматривать сооружения в каче-

стве единых пространственных систем, учитывая различного характера нелинейности. 

Ключевые слова: грузоподъёмный мостовой кран, метод конечных элементов, конеч-

ный элемент, тонкостенные стержни открытого и замкнутого профиля, расчётно-

динамическая модель, уравнение движения, собственные колебания, собственные частоты, 
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Введение 

Интенсивное развитие вычислительной техники привело к определённой переоценке тра-

диционных взглядов в вопросах исследования прочности машиностроительных конструкций 

грузоподъёмных кранов, что позволило достаточно достоверно определять поля перемещений, 

деформаций и напряжений в исследуемых конструкциях. Для этих целей среди методов, ориен-

тированных на эффективное использование ЭВМ, наибольшее признание получил метод конеч-

ных элементов (МКЭ), основой которого, как известно, при построении расчётно-динамических 

моделей является аппроксимация действительных конструкций некоторыми базовыми конеч-

ными элементами (КЭ), главенствующими среди которых являются тонкостенные стержни от-

крытого и замкнутого профиля и пластинчатые КЭ. 
В связи с этим становится очевидным, что для проведения динамического расчётного 

анализа пространственных конструкций грузоподъёмных кранов, составленных из стержней 
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открытого и замкнутого профиля либо из пластин (оболочек), как это следует из теории совме-
стимых КЭ в рамках МКЭ, на необходимое для расчётов расчётное сочетание нагрузок требует-
ся сформировать расчётно-динамическую конечно-элементную модель (РДМ) сооружения  
с n степенями свободы [1]. Поскольку стержневая РДМ крана представляется скелетными осями 
пролётных и концевых балок, элементов металлоконструкций грузовой тележки, конструктив-
ных элементов обустройства крана проходными галереями и др., её построение на уровне ко-
нечно-элементной сетки признано считать менее трудоёмким, а значит, и более выгодным для 
практики проектировочного анализа. Наряду со стержневой РДМ крана, его пластинчатая мо-
дель представляется более сложной и более информационно ёмкой, прежде всего, позволяющей 
контролировать расчётные параметры НДС в любой точке поперечного сечения модельных 
элементов и, что важно, в сварных швах, в зонах примыкания диафрагм жёсткости к полкам  
и вертикалям главных и концевых балок моста и др. Таким образом, возникла необходимость 
оценить приоритетность стержневой и пластинчатой РДМ мостового крана на уровне их «дина-
мических портретов», что особенно целесообразно при сейсмостойком проектировании грузо-
подъёмных кранов как линейно-спектральным методом (ЛСМ), так и методом динамического 
анализа (МДА) [2, 3]. 

 

Конечно-элементное построение расчётно-динамических моделей 
Как известно, конечно-элементное уравнение движения РДМ крана имеет вид 

 
[ ] ( ){ } [ ][ ]( ) ( ){ } [ ] ( ){ } { } { } [ ]{ }0,5

з ст динγ ( )M V t M K V t K V t P Р М A t + + = + −  
&&&& & ,   (1) 

в котором зγ  – коэффициент потерь [4]: 

0,5
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з з з2 2 (2 )
− δ  γ = ξ = δ π + δ ≈   π 

, 

где зδ  – логарифмический декремент затухания колебаний, в соответствии с которым коэффи-

циент относительного демпфирования в (1) для стальных конструкций кранов лежит в диапа-

зоне ξ 0,02÷0,04≤ , что соответствует логарифмическому декременту зδ 0,125÷0,25= . 

Очевидно, что в (1) [ ]
n n

M
×

 и [ ]
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K
×

 означают матрицы масс и жёсткости полной системы 

в общей системе координат (ОСК), сформированные из матриц масс и жёсткости отдельных КЭ 

в местной (для них) системе координат (МСК); ( )V t  – вектор перемещений дискретных узлов 

конечно-элементной РДМ крана порядка 1 n× , параметры которого для отдельного стержневого 

jk КЭ имеют вид: 
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в котором Т – индекс транспонирования, а первые три параметра обозначают линейные пере-
мещения узла, три последующие – углы поворота, а последний – производную от угла закручи-
вания (депланацию). 

Векторы в правой части уравнения движения (1) обозначают внешние статические, дина-

мические и кинематические воздействия, в которых { }( )A t&&  может обозначать акселерограмму 

расчётного землетрясения [5], выражение перед вектором скорости { }V&  – матрица затухания 

Мартемьянова – Цейтлина [6].  
При расчётном анализе металлоконструкций кранов возникает вопрос о приоритете приме-

нения стержневых либо пластинчатых КЭ (рис. 1) с целью построения их РДМ, а также необхо-
димость сравнительной характеристики стержневой и пластинчатой РДМ крана на уровне их «ди-

намических портретов», т. е. на уровне их собственных частот (СЧ) и собственных форм (СФ)  
колебаний, полученных для дискретных стержневой и пластинчатой динамической системы 
(РДМ) кранового сооружения [7].  
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Рис. 1. Базовые конечные элементы: а – поперечные сечения тонкостенных стержней  

открытого и замкнутого профиля с 2 × 7 = 14 степенями свободы;  

б – тонкая пластина с 4 × 5 = 20 степенями свободы 

 
Определение СЧ и СФ получается из решения уравнения свободных колебаний n-го порядка 

 [ ]{ } [ ]{ } { }( ) ( ) 0M V t K V t+ =&& ,  (2) 

вытекающего, как частный случай, из (1). Как известно, матрица жёсткости (масс) в (1) полной 

стержневой системы кранового сооружения порядка n × n, состоящей из Sjk КЭ, определяется 

методом суперпозиции: 
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(матрица масс – с заменой индексов K на M), согласно которому матричная формула матрицы 

жёсткости (масс) отдельного стержневого КЭ jk [ ]14 14
OCK

jk
K ×  в (3) распадается на четыре блока при 

занесении их в исходную матрицу (3) порядка n × n [ ]
OCK

,n nK ×  в соответствии с нумерацией сте-

пеней свободы дискретных узлов j и k РДМ кранового сооружения. Укажем, что в (3) 

 [ ] [ ]( )7 7 7 7

T
kj jk
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= ,  (4) 

где Т – индекс транспонирования матриц. Кроме (4), следует иметь в виду, что в (3) матрица 

жёсткости (масс) КЭ jk переводится из МСК в ОСК с применением диагональной матрицы 

[ ]
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×
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в которой 
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а матрица [ ]
3 3×

Λ  в (6) – матрица направляющих косинусов углов Эйлера β, α, γ  (рис. 2) 

 [ ] [ ]β α γ3 3 3 33 3 3 3× ×× ×
   Λ = Λ Λ Λ    ,     (7) 

в которой, согласно линейному преобразованию координат узлов отдельного jk КЭ из МСК  

в ОСК, согласно матричной формуле (5), правая часть формулы (7) осуществляет преобразова-

ние МСК ОСК→  на углы β, α, γ  в виде трёх исходных матриц ( )β α,γ
3 3×

 Λ  , произведение (7) 

которых позволяет получить матрицу [ ]
3 3×

Λ  из (6): 
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Рис. 2. Преобразование МСК→ОСК координат для произвольного в пространстве конечного элемента jk 

 

Значения углов  α и β в формуле (8) рассчитываются из соотношений (рис. 2): 

2 2 2 2 2
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y z
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d d
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+ + +
, 

γ в (8) – угол чистого вращения, характеризующий поворот конечного элемента вокруг про-

дольной оси z. Очевидно, что обратное преобразование ОСК→МСК описывается транспониро-

ванной матрицей 3 3[ ]T×Λ  из (8). 

МСК 
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Для дискретного узла, имеющего 7 степеней свободы, матрица преобразования координат (6) 

будет иметь вид: 

 

3 33 3

3 37 7 3 3

[ ] [0] 0

[ ] [0] [ ] 0

0 0 1

j

j jT

××

×× ×

 Λ
 

= Λ 
 
  

,  (9) 

в которой 3 3[0] ×  означает нулевую матрицу размером 3×3, а единица в седьмой компоненте от-

ражает модель депланации тонкостенного стержня, согласно которой сумма бимоментов в узле 

равна нулю. Для тонкостенного стержневого КЭ, имеющего 14 степеней свободы, матрица пре-

образования координат с учётом (9) может быть записана в виде (6). 

Для практического применения матрица [ ]14 14
MCK

jk
K ×  стержневого КЭ jk из (5) определяется 

модулями упругости Е и G, Мпа; осевыми и полярным моментами инерции Ix(y,ρ), м
4
; длиной L, м; 

площадью поперечного сечения А, м
2
; диаметром D, определяемым по формуле 
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4 2z zEJ J J J J
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в котором Jω  – секториальный момент инерции стержневого КЭ замкнутого профиля; ρJ  – его 

направленный момент; ( )1 /zJ Jρµ = −  [8]. 

Аналогично матрица распределённых масс стержневых КЭ jk в МСК имеет блочный вид [9], 

где ρ – объёмный вес материала, кг/м
3
 КЭ jk, и дополнительно, аналогично (4), 

7 7 7 7
MCK MCK

[ ] [ ]
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k j j k
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. 

Следует иметь в виду, что сосредоточенные массы транспортируемых краном полезных 

грузов и, при наличии, грузов балластов и противовесов крана учитываются в узлах РДМ по 

направлениям их линейных степеней свободы [8]. 

По аналогии с (2)–(6) двухкомпонентная матрица жёсткости пластины (см. рис. 1, б) со-

стоит из матрицы жёсткости [ ]( )1

20 20
K

×
 плоского напряжённого состояния 
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поле узловых перемещений { }V  которой записывается в виде вектора осевых и поперечных  

перемещений  

 { } { }1 1 4 4, ,..., , ,
T

V u v u v=    (11) 

и второй компоненты [ ]( )2

20 20
K

×
 пространственного деформирования пластины 
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,   (12) 

поле узловых перемещений { }V  которой записывается в виде вектора поперечных (из плоско-

сти пластины) и двух угловых перемещений (см. рис. 1, б): 
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 { } { }1 1 1 4 4 4 θ  θ ...  θ  θ
T

x y x yV w w= .   (13) 

Очевидно, что ранг матриц (10) и (12) 20 × 20 определяется суммарным числом степеней 

свободы пластины, что следует из (11) и (13). 

Дополнительно укажем, что в (10) [ ] [ ]1,1 2,2

1 110 10 10 10
K K

× ×
=  [10, 11], а [ ] [ ]2,1 1,2

1 110 10 10 10
K K

× ×
= . Мат-

рица жёсткости (10) представляет собой реакции пластины в условиях плоского НДС, то есть от 

двух единичных перемещений каждого узла из (11), представленных на расчётной схеме  

КЭ пластины (см. рис. 1, б), а именно: ,  1,  2,  3,  4iu i =  и ,  1,  2,  3,  4iv i = , где i – нумерация уз-

лов пластины, а полную матрицу КЭ пластины получают сложением матриц (10) и (12), причём 

компоненты матрицы (12) обусловлены перемещениями (13). 

Двухкомпонентная матрица распределённых масс пластины вычисляется аналогично мат-

рицам жёсткости (10) и (12) – из матрицы масс пластины [ ](1)

20 20
M

×
 при плоском НДС и матрицы 

масс [ ](2)

20 20
M

×
 при пространственном деформировании, приведёнными к одному рангу 20 × 20, 

что представляется возможным, поскольку перемещения (11) xiu  и yiu  являются компонентами 

только плоского напряжённого состояния и не зависят от перемещений (13) , θ , θi xi yiw  компо-

нент изгиба. 

Для обеспечения совместности пластинчатого и стержневых конечных элементов [12, 13], 

имеющих различные числовые значения узловых степеней свободы, введём в вектор перемеще-

ний каждого узла пластины угол поворота χ i  [14] 

 { } { θ χ }θi xi yi zi xi i i
T

yv v v w=    (14) 

и соответствующий вектору (14) фиктивный момент ziM  в векторе узловых внешних нагрузок 

 { } { }p xi yi zi xi yi zi
TR Q Q N M M M=′ ,  (15) 

при этом векторы (14) и (15) связаны между собой зависимостью 

 { } [ ]{  } { }pQ K v R′ ′= + ,  (16) 

в которой { }Q  – вектор внутренних усилий, а { }pR′  – вектор внешних нагрузок на КЭ пластины, 

приведённый к его узловым степеням свободы. После чего в матрицу жёсткости отдельного i узла 

КЭ пластины введём коэффициент жёсткости и компоненту вектора внешних нагрузок, равные 

нулю, в которых индексы п и и означают «плоский» и «изгиб». Теперь очевидно, что глобальная 

матрица [K] КЭ и её вектор реакций { }pR  связаны с локальными матрицей 6 6[ ]K ×′  из (16)  

и вектором реакций 6 6{ }pR ×′  зависимостями 

 { } { }24 24 24 24
ОСК МСК

[ ] [ ][ ] [ ; [ ] ]T
p pK T K T R T R× ×′ ′= = ,  (17) 

в которых (17) 

 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

0 1

0 2
24 24

0 3

0 4

[ ] ,

T

T

T

T

T ×

 
 
 

=  
 
 
 

  (18) 

матрица преобразования координат МСК→ОСК четырёхузловой пластины, где m = 1, 2, 3, 4,  

а [ ]0 m
T  в (18) – то же, но отдельного m-го узла. 
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В заключении настоящего раздела укажем, что матрица жёсткости и масс пластинчатой 

РДМ крана с n степенями свободы формируются методом суперпозиции, как это исполнено для 

стержневой РДМ крана, по формуле (3), а стержневая и пластинчатая РДМ мостового крана 

грузоподъёмностью 130/32 т, пролётом 33,5 м, построенные по предложенной выше методике, 

представлены на рис. 3. 

 
 

 а  б 
 

Рис. 3. РДМ мостового крана 130/32 т, 33,5 м:  
а – пластинчатая конечно-элементная РДМ мостового крана 130/32 т, 33,5 м,  

с траверсой под упаковку груза массой 100 т с n = 10 950 степенями свободы;  

б – стержневая конечно-элементная РДМ мостового крана 130/32 т, 33,5 м,  

с траверсой под упаковку груза массой 100 т с n = 7 542 степенями свободы 

 

Статическая и динамическая характеристика параметров расчётно-динамических 

моделей 

Для целей сравнительного анализа качества разработки РДМ на основе базовых пластин-

чатых и стержневых КЭ представлены конечно-элементные пластинчатая и стержневая РДМ 

мостового крана 130/32 т, 33,5 м, с траверсой под упаковку груза Q = 100 т с числом степеней 

свободы n = 10 950 и n = 7 542 соответственно (см. рис. 3, а, б), для сравнения эффективности 

которых на рис. 4 представлены результаты их статического расчёта по матричному уравнению 

 [ ]{ } стK V P=   (19) 

как частный случай уравнения (1) на полезную нагрузку Q = 100 т. Из полученных результатов  

( пл 21,6 мм,z∆ = −  стер 20 ммz∆ = − ) видно близкую изгибную жёсткость статической и динами-

ческой РДМ, отличающихся друг от друга на 2,4 %. 
 

 
 

 а б  
 

Рис. 4. Сравнительный анализ статического прогиба главных балок  

мостового крана 130/32 т, 33,5 м, загруженного полезным грузом 100 т:  

а – конечно-элементная пластинчатая РДМ крана;  

б – то же, стержневая РДМ (условно показаны поперечные сечения) 

n = 10 950 n = 7 542 
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Для сравнения показателей качества пластинчатой и стержневой РДМ крана (см. рис. 3, а, б) 

на уровне их СЧ и СФ колебаний из уравнения (2) исключим время t и с помощью вектора  

перемещений 

 ( )  sin{ } [ ] ( )V t t= Φ ω + ϑ   (20) 

и его второй производной по времени 

 [ ] [ ]{ }
2

2

[ ] ( sin )t V
t

V ∂ 
= − Λ Φ ω + ϑ Λ 

 
= −

∂
  (21) 

перейдём к системе уравнений для собственных значений относительно форм колебаний [15] 

1[ ] [ ][ ] [ ][ ] { }0M K− −Φ Φ Λ = , 

в которой [Ф] – фундаментальная матрица произведения матриц 
1[ ] [ ]M K−

 порядка n n× , 

составленная из собственных векторов, расположенных по столбцам 

 { } { } { }
1 111

1

1

[ ] ... ... ... ... ... ... ..Ф .

m n

m n

n nm nn

     
      = =       
         

φ φφ

φ φ φ

φ φ  φ

,  (22) 

характеризующая форму колебаний полной системы, у которой изменяются только амплитуды 

и ϑ  – фазовый угол; [ ]Λ  – диагональная матрица собственных значений порядка n n× , 

элементами которой являются квадраты собственных частот (табл.) 

 
2 2 2 2
1 2 µ ν ν×ν

[ ] = ω ω ...ω ...ωΛ .   (23) 

Мостовой кран 130/32 т, 33,5 м: сравнение СЧ (23) колебаний по пластинчатой и стержневой РДМ 

№ 
Частота, Гц 

№ 
Частота, Гц 

Пластинчатая модель Стержневая модель Пластинчатая модель Стержневая модель 

1 0,575 0,575 16 13,478 17,095 

2 0,904 0,905 17 13,687 17,748 

3 2,599 2,724 18 15,635 18,792 

4 3,239 3,325 19 16,069 19,367 

5 3,801 3,802 20 17,368 20,563 

6 5,426 5,939 21 17,836 21,314 

7 5,959 6,216 22 18,422 22,145 

8 6,849 7,525 23 19,131 23,295 

9 7,286 7,884 24 19,728 25,689 

10 7,449 10,415 25 21,582 27,657 

11 10,416 11,875 26 21,954 31,188 

12 10,526 13,111 27 22,256 33,284 

13 10,789 14,665 28 23,349 35,706 

14 11,951 15,644 29 23,483 37,879 

15 13,067 16,001 30 25,050 38,535 

 
Подставив выражения (20) и (21) в (2), получим: 

sin[ ][ ][ ] ( ) [ ][ ] ( ) {sin 0}M t K t− Λ Φ ω + ϑ + ϑ =Φ ω + , 

откуда приходим к уравнению для собственных значений (однородной системе): 

 ( [ ][ ] [ ])[ ] { } 0M K− Λ + Φ = .  (24) 
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Условие нетривиальности решения однородной системы (24) приводит к частотному 

уравнению МКЭ в прямой форме: 

 1 0[ ] [ ] [ ][ ]M K E− − Λ = ,  (25) 

легко разрешимому с помощью ЭВМ [16], где [ ]E  – единичная матрица. 

Всегда следует принимать во внимание, что решение частотного уравнения, согласно (22) 

и (24), должно удовлетворять проверочному условию 

1 1 [ ] [ ] [ ][ ][ ]M K− −= Φ Λ Φ , 

значительным недостатком которого является необходимость вычисления матрицы 
1[ ]M −
, 

обратной к матрице масс. 

 

Сравнительный анализ пластинчатой и стержневой расчётно-динамических моде-

лей крана 130/32 т в режиме собственных колебаний 

Сравнение пластинчатой и стержневой РДМ мостового крана 130/32 т, 33,5 м, на основе 

перемещений, полученных из решения (19), проводилось в режиме совпадающих СФ и СЧ ко-

лебаний, результаты представлены: по СЧ – см. табл., по совпадающим СФ – на рис. 5–13. 

 

 
 

 а б  

 
Рис. 5. Собственная форма колебаний № 1 (см. табл.) мостового крана 130/32 т, 33,5 м,  

совпадающей на частоте 0,575 Гц: а – пластинчатая модель; б – стержневая модель 

 

 
 
 а б  

 
Рис. 6. Собственная форма колебаний № 2 (см. табл.) мостового крана 130/32 т, 33,5 м,  

совпадающей на частоте 0,904 Гц: а – пластинчатая модель; б – стержневая модель 
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 а б  

 
Рис. 7. Собственная форма колебаний № 3 (см. табл.) мостового крана 130/32 т, 33,5 м:  

а – пластинчатая модель на частоте 2,599 Гц; б – стержневая модель на частоте 2,724 Гц 

 

 
 
 а б  

 
Рис. 8. Собственная форма колебаний № 4 (см. табл.) мостового крана 130/32 т, 33,5 м:  

а – пластинчатая модель на частоте 3,239 Гц; б – стержневая модель на частоте 3,325 Гц 

 

 
 
 а б  

 
Рис. 9. Собственная форма колебаний № 5 (см. табл.) мостового крана 130/32 т, 33,5 м:  

а – пластинчатая модель на частоте 3,801 Гц; б – стержневая модель на частоте 3,802 Гц 
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 а б  

 
Рис. 10. Собственная форма колебаний № 6 (см. табл.) мостового крана 130/32 т, 33,5 м:  

а – пластинчатая модель на частоте 5,426 Гц; б – стержневая модель на частоте 5,940 Гц 

 

 
 

 а б  

 
Рис. 11. Собственная форма колебаний № 7 (см. табл.) мостового крана 130/32 т, 33,5 м,  

вид сверху на кран: а – пластинчатая модель на частоте 5,960 Гц; 

 б – стержневая модель на частоте 6,216 Гц 

 

 
 

 а б  

 
Рис. 12. Собственная (кососимметричная) форма колебаний № 8 (см. табл.)  

мостового крана 130/32 т, 33,5 м: а – пластинчатая модель на частоте 6,850 Гц; 

 б – стержневая модель на частоте 7,525 Гц 
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 а б  

 
Рис. 13. Собственные кососимметричные формы колебаний мостового крана 130/32 т, 33,5 м (см. табл.):  

а – пластинчатая модель (№ 14); б – стержневая модель (№ 15) 

 
Можно отметить, что СЧ и СФ по низким частотам до 7,5 Гц практически совпадают,  

а начиная с СФ № 12 СЧ стержневой модели (РДМ) завышаются сначала на 2–3 Гц, а далее,  

в области СФ № 30, различие составляет 10–12 Гц и более (до 16–18 Гц), что графически пред-

ставлено на рис. 14 [1]. 

 

 
 
 

 

 
 

Рис. 14. Графическое представление сравнения СЧ пластинчатой и стержневой РДМ  

крана 130/32 т, 33,5 м – зависимость собственной частоты от её номера:  

1 – СФ и их частоты стержневой РДМ; 2 – то же, но пластинчатой РДМ (см. рис. 1, а, б и табл.) 

 

Как подтверждает проведённый анализ, при формировании расчётных моделей крановых 

сооружений выделяют два типа моделей: расчётная статическая модель, которая служит для 

определения жёсткостных характеристик (формирования матрицы жёсткости) и определения 

напряжённо-деформированного состояния конструкций различными методами строительной ме-

Ч
ас

то
та

, 
Г

ц
 

Номер СЧ 

1 2 

Номер СЧ 

Ч
ас

то
та

, 
Г

ц
 

1 2 



 Ïîðòû, ïîðòîâîå õîçÿéñòâî è òðàíñïîðòíàÿ ëîãèñòèêà  
 

 139

ханики, выбранными проектировщиком, и расчётная динамическая модель (РДМ), по которой 

определяются динамические параметры для описания собственных и вынужденных колебаний 

крановых сооружений во время внешних воздействий. В процессе расчётов выполняются опера-

ции как перехода от расчётной статической модели к РДМ, так и наоборот [5]. 

 

Сравнительный анализ пластинчатой и стержневой расчётно-динамических моде-

лей крана 130/32 т в режиме вынужденных (сейсмических) колебаний 

Сравнение пластинчатой и стержневой РДМ определило, что при использовании ЛСМ для 

проектирования кранов в сейсмостойком исполнении [5] при ограниченном учёте генерирую-

щих расчётные сейсмические нагрузки СЧ до 30 Гц (сейсмический спектр ответа на уровне го-

ловок рельс крановых рельсовых путей на рис. 15) для стержневой РДМ будет использовано  

27 СФ, а для пластинчатой РДМ – 37 СФ (см. рис. 5). 
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Рис. 15. Расчётная модельная акселерограмма 7 баллов по MSK-64  
на уровне отметки кранового рельсового пути крана 130/32 т, 33,5 м [17]:  

а, б – горизонтальные компоненты х, у; в – вертикальная компонента z 

а 

б 

в 
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Если следовать расчётной акселерограмме 7 баллов MSK-64 (рис. 15) [17] и её сейсмиче-

скому спектру ответа (рис. 16) [18], то для расчётного сейсмического анализа крана методом 

динамического анализа (МДА), например методом Гира, результаты эквивалентных напряже-

ний в главных балках моста 39 и 47,6 Мпа, будут отличаться на 18 % (рис. 17).  
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Рис. 16. Сейсмический спектр ответа акселерограммы 7 баллов по MSK-64  

на уровне отметки головок рельс крановых рельсовых путей  

промышленного здания крана 130/32 т, 33,5 м, при относительном затухании 2, 4 и 5 %: 

а, б – горизонтальные компоненты х, у; в – вертикальная компонента z 
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 а б  в 

 

Рис. 17. Мостовой кран 130/32 т, 33,5 м: а – эквивалентные напряжения по III теории прочности в сере-

дине пролётной балки моста в момент времени действия акселерограммы t = 3,3 с, экв 39 МПаσ =  на ос-

нове конечно-элементной пластинчатой РДМ (см. рис. 3, а); б – шкала эквивалентных нагружений;  

в – то же, 47,6 МПа, стержневой РДМ (см. рис. 3, б) 

 

При расчётах ЛСМ, как это следует из сейсмического спектра ответа (см. рис. 16), расчёт-

ные сейсмические нагрузки на кран будут завышены при расчёте по стержневой РДМ на СФ от 

22 до 36, что соответствует частотам от 20 до 30 Гц. 

 

Заключение 

Расчёт крановых сооружений на различные виды динамических воздействий, в том числе 

и на сейсмические воздействия, начинается с формирования расчётных моделей, образующих 

определённую иерархическую структуру, от качества которых зависят возможности самого рас-

чёта сооружений. Практика выдвигает необходимость проектирования крановых сооружений 

новых и более сложных конструктивных форм, что требует разработки новых методов расчёта 

на конечно-элементной базе расчётных моделей. Требования по разработке современных проек-

тов крановых сооружений удовлетворяется, если учитывается пространственный характер воз-

действия, а сооружения рассматриваются как единые пространственные системы, и учитывают-

ся различного характера нелинейности. 

Авторы настоящей работы стремились облегчить действия проектировщиков по выбору 

РДМ между пластинчатой и стержневой, следуя предпочтениям уравнений движения типа (1), (20) 

и (25) и разработке на их основе методов расчёта, которые могут выполняться либо во временной 

области МДА, когда определяются непосредственно функции времени [2], удовлетворяющие 

уравнению (1), либо в частотной области, например ЛСМ [9, 15], когда определяются частоты  

и амплитуды ряда гармонических функций времени, удовлетворяющих уравнению движения (20). 

Дополнительным вкладом в пользу пластинчатой РДМ, как уже отмечалось, является возможность 

расчётного анализа НДС узловых сварных швов несущих конструкций кранов, проектируемых как 

пространственные сварные сооружения, что следует, в частности, из НП-043-11 [5]. 
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Abstract. The finite element method is widely used in strength calculations of machine-

building structures and has a significant list of basic finite elements used to build the discrete finite 

element computable dynamic models of load-lifting cranes. The article describes static and dynam-
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ic characteristics of a computable dynamic model (CDM). CDM is designed to determine stiff fea-

tures (developing stiffness matrix) and to define the deflected mode of the structures by using dif-

ferent means in structural mechanics, which have been chosen by a designer. Dynamic parameters 

are determined according to CDM to describe eigen and forced oscillations of crane structures un-

der external action. The quality analysis of CDM of bearing metal structures of bridge cranes built 

on the basis of bar-shaped open and closed profiles and plate finite elements is based on compari-

son of the total flexural rigidity of the girders and eigen frequencies and eigenforms of oscillations 

of their CDM. The general methodology for building equations of motion for crane systems with 

many (n) degrees of freedom is based on their bar and plate finite elements, the latter are based on 

Kirchhoff theory of plates. Comparative analysis of the eigenforms of oscillations of the plate and 

bar CDM of crane  with 130/32 t and 33.5m span has been given, the advantages of two types  

of CDM important for design analysis of strength and seismic resistance in designing bridge cranes 

are revealed. There has been substantiated the need to develop new methods of calculating finite 

element models taking into account the dimensional effect. The structures are recommended to re-

gard as unified dimensional systems allowing for different types of non-linearity. 

Key words: load-lifting bridge crane, finite element method, finite element, thin-walled open 

and closed bars, computational-dynamic model, equation of motion, natural oscillations, natural 

frequencies, eigenforms. 
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