
Вестник Астраханского государственного технического университета.  
Серия: Управление, вычислительная техника и информатика. 2025. № 1 

Vestnik of Astrakhan State Technical University. 
Series: Management, computer science and informatics. 2025. N. 1 

ISSN 2072-9502 (Print), ISSN 2224-9761 (Online) 
 

 
 
7 

УПРАВЛЕНИЕ, МОДЕЛИРОВАНИЕ,  
АВТОМАТИЗАЦИЯ 

CONTROL, MODELING,  
AUTOMATION 

Научная статья 
УДК 681.5 
https://doi.org/10.24143/2072-9502-2025-1-7-16 
EDN BPGKZL 
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Аннотация. На основе принципа максимума Понтрягина поставлены и решены две задачи оптимального 
управления нагревом жидкого продукта в нагревательной емкости жидким теплоносителем. В первой решает-
ся задача о быстродействии нагрева продукта до заданной температуры. Во второй задаче ищется управление, 
при котором осуществляется нагрев продукта за заданное время до заданной температуры при минимальном 
квадрате расхода теплоносителя. Приведены описание объекта управления со схемой потоков, система допу-
щений, упрощающих составление модели, математическая модель объекта управления, постановки задач оп-
тимального управления и полученные решения. В задаче о быстродействии нагрева получены аналитические 
выражения для определения температуры продукта, теплоносителя и времени управления. Приведен пример 
решения задачи о быстродействии нагрева с иллюстрацией динамических характеристик переменных объекта 
и найденного оптимального управления. При оптимальном процессе расход теплоносителя в любой момент 
времени равен одному из двух своих предельных значений. Оптимальный процесс состоит не более чем из 
двух интервалов. В задаче о минимизации квадрата расхода теплоносителя решение получено численным 
способом. Задача нахождения оптимальных траекторий переменных и управления сформулирована как крае-
вая задача с недостающими начальными условиями, поиск которых реализован с помощью разностного мето-
да решения краевой задачи. На основе найденных начальных условий решена задача Коши расширенной си-
стемы уравнений, получена оптимальная траектория изменения температуры продукта и расхода теплоноси-
теля. Приведен пример решения задачи о минимизации квадрата расхода теплоносителя с демонстрацией ди-
намических характеристик переменных объекта и найденного оптимального управления. 
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Original article 

Investigation of liquid product optimal heating problem  
with a liquid coolant in a jacketed tank 

Andrey L. Istomin, Vladimir Yu. Kobozev, Maxim V. Krivov, Alexey G. Kolmogorov  

Angarsk State Technical University,  
Angarsk, Russia, a.l.istomin@mail.ru 

Abstract. Two problems of optimal control of heating of a liquid product in a heating tank with a liquid coolant have 
been posed and solved on the Pontryagin maximum principle. In the first task, the problem of the speed of heating the 
product to a given temperature is solved. In the second task, we are looking for a control in which the product is heat-
ed for a given time to a given temperature with minimal coolant consumption. The description of the control object 
with a flow diagram, assumptions simplifying the compilation of the model, a mathematical model of the control ob-
ject, formulations of optimal control problems and the solutions obtained are given. In the problem of heating speed, 
analytical expressions are obtained to determine the temperature of the product, the coolant and the control time. An 
example of solving the problem of heating speed is given with an illustration of the dynamic characteristics of the ob-
ject variables and the optimal control found. In the problem of minimizing coolant consumption, the solution is ob-
tained numerically. The problem of finding optimal trajectories of variables and control is formulated as a boundary 
value problem with missing initial conditions, the search for which is realized using the difference method of solving 
the boundary value problem. Based on the found initial conditions, the Cauchy problem of an extended system of 
equations is solved, and the optimal trajectory of changes in product temperature and coolant flow is obtained. An ex-
ample of solving the problem of minimizing coolant consumption is given with a demonstration of the dynamic char-
acteristics of the variables of the object and the optimal control found. 

Keywords: optimal control, optimal heating control, Pontryagin maximum principle, calculus of variations 
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Введение 
На предприятиях пищевой, химической и нефте-

химической промышленности часто встречается 
задача нагрева или охлаждения жидкого сырья или 
продуктов переработки в емкостях, оснащенных 
«рубашками» с циркулирующим в них теплоноси-
телем или хладагентом [1–3]. В больших емкостях 
как для нагрева, так и для охлаждения содержимого 
до нужной температуры требуются значительные 

энергетические затраты, поэтому управление тепло-
выми процессами часто является определяющим 
фактором в технико-экономических показателях 
производства. 

 
Математическое описание объекта исследования 
Рассмотрим емкость с мешалкой, оснащенную 

снаружи рубашкой, в которую непрерывно подает-
ся жидкий теплоноситель (рис. 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Схема потоков в емкости с рубашкой 
 

Fig. 1. Flow diagram in a tank with a jacket 
 

Нагрев продукта до заданной температуры 
осуществляется после полной загрузки продукта  
в емкость, конвективные потоки продукта на входе 
и выходе емкости в процессе нагрева отсутствуют. 
Передача тепла от теплоносителя продукту осу-
ществляется через разделяющую емкость и рубаш-

ку поверхность. В рассматриваемой емкости уста-
новлено перемешивающее устройство, поэтому 
можно принять допущение, что в емкости отсут-
ствует передача тепла теплопроводностью. По-
скольку в рубашку непрерывно подается теплоно-
ситель, имеются конвективные потоки теплоноси-

Тепло-
носитель 

Продукт 
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теля на входе и выходе рубашки. Как и для емко-
сти, примем допущение о том, что передача тепла 
в рубашке за счет теплопроводности незначитель-
на. Будем полагать, что нет теплообмена между 
теплоносителем и окружающей средой через по-
верхность рубашки.  

С учетом принятых допущений емкость и ру-
башку емкости можно описать моделью для аппа-
рата идеального смешения [4] (периодического для 
емкости и непрерывного – для рубашки). 

Уравнения скорости изменения температуры  
в емкости T1 и рубашке T2 в виде уравнений Коши 
будут выглядеть следующим образом: 

1
2 1

1 1 1

вх2
2 2 1 2

2 2 2 2

( );

( ) ( ),

T

T

dT k F
T T

dt V с

dT k Fu
T T T T

dt V V с





   

    
       

(1) 

где kT  коэффициент теплопередачи, кДж/(м2·ºС·с); 
F – площадь поверхности теплообмена, м2; V1 и V2  
объемы емкости и рубашки соответственно, м3;  
ρ1 и ρ2  плотности продукта и теплоносителя, кг/м3; 
cρ1 и cρ2 – удельные теплоемкости продукта и тепло-
носителя, кДж/(кг·ºС); u – объемный расход тепло-

носителя в рубашку, м3/с; вх
2T  – температура тепло-

носителя на входе в рубашку, ºС. 
Для дальнейшего удобства представим систему 

уравнений (1) в следующем виде: 

1
1 2 1

2
2 1 2 3 4 2

( );

( ) ( ),

dT
a T T

dt
dT

a T T u a a T
dt

  

    
         

(2) 

где 1 1 1 1( ) / ( )Ta k F V с  ; 2 2 2 2( ) / ( )Ta k F V с  ; вх
3 2 2a T V

; 4 21a V . 
Зададим граничные условия для обеих пере-

менных в начальный tн = 0 и конечный tк = Т мо-
менты времени: 

0
1 1(0)T T ; 0

2 2(0)T T ; 1 1( ) TT T T ; 2 2( ) TT T T . (3) 

Управляющим воздействием в задаче нагрева 
жидкого продукта в емкости с рубашкой является 
расход теплоносителя, подаваемого в рубашку. 

 
Задача о быстродействии нагрева 
Функционал качества управления в задаче о быс- 

тродействии задается в виде  

0

1 min.
T

J dt T  
                    

(4) 

Укажем ограничение, налагаемое на расход 
теплоносителя в рубашку емкости  

max0 ,u U   

где Umax – максимально допустимый расход тепло-
носителя. 

Требуется определить такой расход теплоносите-
ля в рубашку u*(t), который обеспечивает перевод 
объекта в заданное состояние за минимальное время. 

Уравнения системы (2) являются линейными, 
поэтому принцип максимума Понтрягина будет  
и необходимым, и достаточным условием опти-
мальности для решения поставленной задачи [5]. 

Составим гамильтониан для заданной задачи:  

 0 1 1 2 1 2 2 1 2 3 4 2( , , ) 1 ( ) ( ) ( )H T u a T T a T T u a a T           ,                             (5) 

где , 0,2i i   – сопряженные функции к системе 
уравнений (2) и подынтегральному выражению  
в функционале (4). 

Рассматривая в гамильтониане только член, за-
висящий от искомого управления u(t) и сопряжен-
ных функций, получим из выражения (5)  

2 3 4 2( , , ) ( )H T u u a a T    . 

Чтобы гамильтониан (5) принимал максималь-
ное значение, необходимо всякий раз, когда  
ψ2(a3 – a4T2) > 0, соблюсти управление u(t) = Umax,  
и u(t) = 0 в случае, когда ψ2(a3 – a4T2) ≤ 0. Поскольку 
разница a3 – a4T2 всегда больше или равна нулю  
(в данной задаче температура теплоносителя в ру-
башке не может быть больше температуры теплоно-
сителя на входе в рубашку), максимум гамильтони-
ана H(T, ψ, u) определяется знаком функции ψ2: 

max 2*

2

, если 0,
( )

0, если 0.

U
u t

 
   

   (6) 

Закон управления (6) справедлив на всем ин-
тервале управления  0,t T .  

Для нахождения оптимального управления, в том 
числе количество переключений управления между 
u(t) = 0 и u(t) = Umax, необходимо определить выра-
жение для сопряженной функции ψ2(t), при которой 
система уравнений (2) удовлетворяет граничным 
условиям (3). 

Сопряженные переменные определяются урав-
нениями 

,i

i

d H

dt x

 
 


 0, 2i  , 

и выглядят следующим образом: 
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0

1
1 1 2 2

2
1 1 2 2 4 2

0,

,

.

d

dt
d

a a
dt

d
a a a u

dt

 


    


       

         (7) 

Общее решение системы уравнений (7) имеет вид 

0 0( )t S  ; 

1 1 2( ) t tt S e S e    ; 

 
 

2 1 2 1 2

2 2 1 2

( ) / /

/ / ,

t

t

t S e a a a

S e a a a





    

  
          (8) 

где  

2
2 1 2 4 2 1 2 4 1 4 2(1 / / ) (1 / ) 4 /

;
2

a a a ua a a a ua ua a a       
    

2
2 1 2 4 2 1 2 4 1 4 2(1 / / ) (1 / ) 4 /

2

a a a ua a a a ua ua a a          , 

а S0, S1, S2 – постоянные интегрирования системы (7).  
Из выражения (8) видно, что функция ψ2(t) при 

любых значениях S1 и S2 не более одного раза ме-
няет знак на отрезке времени t. Это означает, что 
управление u(t) состоит из не более двух интерва-
лов управления с u(t) = 0 и u(t) = Umax. 

Обыкновенно постоянные интегрирования в ре- 
шении дифференциальных уравнений определяют-
ся из начальных условий, но начальные условия 
для сопряженных функций неизвестны. Неизвест-
ны они и для конечных условий. Их роль выпол-
няют начальные и конечные условия для темпера-
тур, поэтому постоянные интегрирования для со-
пряженных функций найдем после определения  
T – времени функционирования объекта под воз-
действием управления u(t), а для этого проинте-
грируем уравнения системы (2). 

Очевидно, что в начальный момент времени 
при t = 0 объект функционирует под воздействием 
управления u(t) = Umax. 

Общее решение системы уравнений (2) с управ-
ляющим воздействием u(t) = Umax выглядит следу-
ющим образом: 

1 2н н н
1 1 2 3( ) ;k t k tT t C e C e k                    (9) 

     1 2н н н
2 1 1 1 2 2 1 3( ) / 1 / 1 ,k t k tT t C e k a C e k a k      (10) 

где н
1 ( )Т t  и н

2 ( )Т t  – функции температуры в емко-
сти и рубашке в начальный момент времени; 

н н
1 2,С С  – постоянные интегрирования системы (2) 

для начального момента времени, а значения k1–k3 
в выражениях (9) и (10) находятся как 

2
1 2 1 max 4 1 2 1 max 4 max 4 1

1

(1 / / ) (1 / ) 4 /
;

2

a a a U a a a a U a U a a
k

       
   

2
1 2 1 max 4 1 2 1 max 4 max 4 1

2

(1 / / ) (1 / ) 4 /
;

2

a a a U a a a a U a U a a
k

          

3 3 4/k a a . 

Используя начальные условия при t = 0, опре-
деляем постоянные интегрирования: 

1 1

0 0 0
2 3 1 1 1 2н

1 2

)
;

( ) k t

k k T a T T
С

k k e

        


 

1 2

0 0 0
1 3 1 1 1 2н

2
1 2( ) k t

k k T a T T
С

k k e

         


. 

В конечный момент времени t = T объект функ-
ционирует под воздействием  управления  u(t)  =  0,  
а общее решение системы уравнений (2) имеет вид  

к к к
1 1 2( ) ;ktT t C e C                (11) 

 к к к
2 1 1 2( ) / 1 ,ktT t C e k a C               (12) 

где к
1 ( )Т t  и к

2 ( )Т t  – функции температуры в емко-
сти и рубашке в конечный момент времени t = T; 

к к
1 2,С С  – постоянные интегрирования системы (2) 

для конечного момента времени, а значение k в вы- 
ражениях (11) и (12) находится как k = –a1(1 +  
+ a2/a1). 

Используя условия на конец управления при  
t = T, определяем постоянные интегрирования: 

1 2 1к
1

1 2

)
;

T T ktT T a e
С

a a

  

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2 1 1 2к
2

1 2

T Ta T a T k
С

a a

  


. 
Время управления T и время смены управляю-

щего воздействия τ находятся из условия нераз-
рывности решения в момент времени τ: 

     

1 2

1 2

τ τн н к τ к
1 2 3 1 2

н н к к
1 1 1 2 2 1 3 1 1 2

,

/ 1 / 1 / 1 .

k k k

k T k T kT

C e C e k C e C

C e k a C e k a k C e k a C

    


                                     

(13) 

Руководствуясь условием теоремы принципа мак-
симума, согласно которому на интервале управления 

 0,t T  выполняется тождество * *( ), ( ),H T t t   

*( ) 0u t    из уравнений гамильтониана в начальный 

и конечный моменты времени, находим постоянные 
интегрирования S1, S2 и искомое выражение для со-

пряженной функции  2 1 2 1 2( ) / /tt S e a a a    
 

 2 2 1 2/ /tS e a a a   . 

Приведем пример решения.  
В таблице приведены конструктивные и тепло-

физические параметры для исследуемого объекта. 

Параметры объекта управления 

Parameters of the control object 

Параметр Значение 
Объем емкости V1, м

3 10 
Объем рубашки V2, м

3 3 
Поверхность теплообмена F, м2 30 
Коэффициент теплопередачи kT, кДж/(м2·ºС·с) 1,1 
Плотность продукта ρ1, кг/м

3 906 
Плотность греющей воды ρ2, кг/м

3 960 
Удельная теплоемкость продукта cp1, кДж/(кг·ºС) 1,7 
Удельная теплоемкость греющей воды cp2, кДж/(кг·ºС) 4,2 
Температура греющей воды на входе в рубашку T2

вх, ºС 95 
Допустимые границы изменения расхода греющей воды в рубашку, м3/c 0 ( ) 0,008u t   

 
Граничные условия для переменных в началь-

ный tн = 0 и конечный tк = T моменты времени: 

1(0) 10T  ºС; 2 (0) 20T  ºС;  

1( ) 60T T  ºС; 2 ( ) 60T T  ºС. 

В начальный момент времени при tн = 0 под 
воздействием управления u(t) = Umax в соответ-
ствии с (9), (10) объект описывается уравнениями 

н 0,0011 0,05
1 ( ) 95 82,605 2,395 ;t tT t e e     

н 0,0011 0,05
2 ( ) 95 78,22 3,221t tT t e e    , 

а в конечный момент времени при tк = T, при u(T) = 0 
решение системы уравнений (2), в соответствии  
с (11), (12), имеет вид 

к 6 0,049
1 ( ) 1,907 10 60;tT t e      

к 6 0,049
2 ( ) 1,907 10 3,273 60tT t e     . 

Из уравнений неразрывности (13) 

0,0011τ 0,05τ 6 0,049τ95 82,605 2,395 1,907 10 60;e e e          

0,0011 0,05 6 0,04995 78,22 3,221 1,907 10 3,273 60T T Te e e          
 

находим время переключения управляющего воз-
действия и период управления. Время смены 
управляющего воздействия составило τ = 749 с, 
время управления T = 777 с.  

Постоянные интегрирования сопряженных 
функций ψ1(t) и ψ2(t) найдены из уравнений равен-
ства гамильтониана нулю в начальный и конечный 
моменты  времени.  Выражения  для  сопряженных  

функций ψ1(t) и ψ2(t) выглядят следующим образом: 

0,00123
1( ) 6,225 ;tt e   

0,00123
2 ( ) 4,585 tt e  . 

Результаты решения задачи оптимального нагре-
ва продукта в емкости приведены на рис. 2 и 3.  
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Рис. 2. Графики температур и оптимального управления 

 
Fig. 2. Graphs of temperatures and optimal control 

 
Рис. 3. График сопряженной функции 2 ( )t  

 
Fig. 3. Graph of the conjugate function 2 ( )t  

 
Из анализа графика на рис. 2 следует, что 

управление носит кусочно-непрерывный характер. 
Управляющее воздействие u(t) достигает только 
своих предельных значений. Момент переключе-
ния управляющего воздействия u(t) на рис. 2 сов-
падает с моментом времени перехода функции 
ψ2(t) через нуль на рис. 3. Наименьшее время пере-
вода объекта из начального в конечное состояние 
составило 777 с. Объем затраченного теплоносите-
ля составил 5,99 м3. 

 
Задача о минимизации квадрата расхода 

теплоносителя 
Функционал качества управления в задаче о ми- 

нимизации квадрата расхода теплоносителя зададим 
в виде  

2

0

( ) min .
T

J u t dt                     (14) 

Заданы начальные условия для обеих перемен-
ных в начальный tн = 0 момент времени 

0
1 1(0)T T ; 0

2 2(0)T T  

и значение переменной T1 в конечный момент вре-
мени tк = T  

1 1( ) ТT Т T . 
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Остается ограничение на расход теплоносителя 
в рубашку емкости  

max0 ( ) .u t U   

Требуется определить такой расход  теплоноси- 

теля u*(t), который обеспечивает нагрев продукта  
в емкости до заданной температуры за фиксиро-
ванное время T, при этом функционал (14) дости-
гает минимального значения.  

Гамильтониан для заданной задачи имеет вид  

 2
0 1 1 2 1 2 2 1 2 3 4 2( , , ) ( ) ( ) ( )H T u u a T T a T T u a a T         . 

Найдем частную производную гамильтониана 
по управлению u и из равенства нулю этой произ-
водной определим выражение для управления как 
функцию времени 

0 2 3 4 2

( , , )
2 ( ) 0

H T u
u a a T

u

 
     


; 

2 3 4 2

0

( )1

2

a a T
u

 



. 

Принимая во внимание, что число ψ0, согласно 
принципу максимума, равно –1, получим 

2 3 4 2( )

2

a a T
u

 
 .                       (15) 

В соответствии с (15) оптимальное управление 
примет вид 

              

max 2 3 4 2 max

*
2 3 4 2

2 3 4 2 2 3 4 2 max

1
, если ( ) ,

2
1

( ) 0, если ( ) 0,
2

1 1
( ), если 0 ( ) .

2 2

U a a T U

u t a a T

a a T a a T U

   

   



     

  

Составим расширенную систему уравнений с най- 
денным для u выражением (15): 

1
1 2 1

2
2 3 4 22

2 1 2

1
1 1 2 2

2
2 3 4 22

1 1 2 2 4

( ),

( )
( ) ,

2

,

( )
.

2

dT
a T T

dt

a a TdT
a T T

dt
d

a a
dt

a a Td
a a a

dt

  


    
     

        


 (16) 

Полученная система (16) является системой не-
линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений, решение которой возможно только численно. 
Но решить ее, как задачу Коши, невозможно, т. к. 
отсутствуют начальные условия для сопряженных 
переменных. А поскольку задано граничное условие 
для температуры продукта в конечный момент вре-

мени, а второе граничное условие вытекает из усло-
вия трансверсальности для задач с нефиксирован-
ными концами [5], согласно которому ψ2(T) = 0, за-
дача (16) становится краевой.  

Наиболее популярный метод решения краевой 
задачи – метод стрельбы [6], заключающийся  
в последовательном подборе недостающих началь-
ных условий на левой границе расчетного интерва-
ла и решении затем полученной задачи Коши до 
приведения к заданным граничным условиям на 
правой границе интервала, – оказался непригоден  
в вычислительном плане и не позволил найти 
начальные условия для сопряженных переменных. 

Решение краевой задачи было получено с по-
мощью разностного метода [7]. Для этого времен-
ной расчетный интервал был покрыт сеткой из  
N точек с N – 1 шагами решения. Дифференциаль-
ные уравнения системы (16) были заменены их 
разностными аналогами:  

1, 1 1, 1 2, 1,

2
2, 3 4 2,

2, 1 2, 2 1, 2,

1, 1 1, 1 1, 2 2,

2
2, 3 4 2,

2, 1 2, 1 1, 2 2, 4

( ) 0,

( )
( ) 0,

2

( ) 0,

( )
0.

2

i i i i

i i
i i i i

i i i i

i i
i i i i

T T a T T

a a T
T T a T T

a a

a a T
a a a









    


         
   

      
                                                      

(17)
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Полная система нелинейных алгебраических 
уравнений для N – 1 шагов сетки состоит из N – 1 

систем (17) с неизвестными T1,i и T2,i ( 1, 1i N  ), 

1,i ( 0,i N ), 2,i , 0, 1i N   и четырьмя гранич-

ными условиями: 

1,0 1(0);T T  2,0 2 (0);T T  1, 1( );NT T T 2, 2 ( ) 0.N T  
 

Система имеет единственное решение, которое 
найдено с помощью численного метода Ньютона – 
Рафсона. В результате решения были получены 
недостающие начальные условия для сопряженных 
переменных. Так, для емкости из примера, данные 
которой представлены ранее в таблице, начальные 
приближения сопряженных переменных составили  

3
1(0) 2,45 10    и 3

2 (0) 1,43 10   .  

На рис. 4 показаны графики изменения темпе-
ратуры продукта и теплоносителя, а на рис. 5 гра-
фик изменения расхода теплоносителя на одном из 
участков горизонта управления для времени 
управления равного 1 800 с.  

 
 

Рис. 4. Графики температур и оптимального управления в задаче минимизации квадрата расхода теплоносителя 
 

Fig. 4. Graphs of temperatures and optimal control in the task of minimizing the square of the coolant flow 
 

 
 

Рис. 5. Изменение расхода теплоносителя на участке горизонта управления 
 

Fig. 5. Change in coolant flow rate in the control horizon area 
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Как и в задаче о быстродействии, управление 
носит кусочно-непрерывный характер. Управляю-
щее воздействие u(t) принимает не только свои 
предельные значения (см. рис. 5). Объем затрачен-
ного теплоносителя составил 5,84 м3. 

 
Заключение 
Сравнительный анализ задач оптимального уп- 

равления нагревом жидкого продукта жидким теп-
лоносителем на основе принципа максимума пока-
зал, что управления могут принимать не только ку-
сочно-непрерывные функции, но и описываться на 
участках горизонта управления гладкими непрерыв-
ными функциями, не имеющими разрывов. В случае 

задачи минимизации квадрата расхода теплоносите-
ля, где управления принадлежат области допустимых 
ограничений, из принципа максимума следуют усло-
вия, полученные методами классического вариаци-
онного исчисления. Также очевидно, что для нагрева 
одного и того же объема продукта до заданной тем-
пературы при отсутствии потерь тепла в окружаю-
щую среду требуется одно и то же количество тепла 
(расход теплоносителя получился примерно одина-
ковым в обеих задачах). Поэтому учет теплообмена  
с окружающей средой может стать решающим в за-
даче оптимального управления нагревом продукта  
и подлежит дальнейшему исследованию.   
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