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Аннотация. Рассматривается научная задача исследования математических моделей с полиномиальной
нелинейностью, которые представлены системами нелинейных дифференциальных уравнений. Для иссле-
дования нелинейных динамических систем со многими степенями свободы полиномиальной структуры
предложен численно-аналитический метод преобразования. В отличие от аналогов данный метод позволяет
решать широкий спектр задач для нелинейных систем общей полиномиальной структуры при сокращении
ресурсоемкости вычислений. Приведен алгоритм метода преобразований для исследования нелинейных
динамических систем с m степенями свободы. Выполнено исследование устойчивости решения нелиней-
ных динамических систем с m степенями свободы. Приведены алгоритмические формулы метода преобра-
зований для решения систем с нелинейностью четвертой степени. Вычислительные эксперименты по реше-
нию систем дифференциальных уравнений с малой нелинейной частью в форме многочлена шестой степе-
ни методом преобразований подтверждают точность четвертого порядка при вычислении. Представленным
методом преобразований исследована нелинейная математическая модель виброзащитной системы. Дока-
зана теорема об определении методом преобразований стационарного состояния для систем дифференци-
альных уравнений полиномиальной структуры. Представлены алгоритмические формулы метода для вы-
числения и общая матричная форма для векторных индексов. Для экономичного вычисления правых частей
полиномиальной структуры представлены формулы и предложено применить схему Пана с предваритель-
ной обработкой коэффициентов. Метод позволяет исследовать различные режимы динамики нелинейных
моделей, например, определять такие экстремальные режимы, как резонанс, субгармонический, полигар-
монический режим. В качестве примера применения метода решена задача виброзащиты вышки управле-
ния полетами от внешних периодических воздействий. Решение, построенное методом преобразований,
учитывает все нелинейные компоненты полиномов. Метод позволяет выполнять исследование динамики
широкого круга нелинейных систем с необходимой точностью.

Ключевые слова: метод преобразований, нелинейные динамические системы, математическая модель поли-
номиальной структуры, устойчивость решения систем, численно-аналитические методы
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Numerical-analytical transformation method of analyzing
nonlinear mathematical models with polynomial structure
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Abstract. The article considers a scientific problem of investigating mathematical models with polynomial nonlineari-
ty, which are represented by systems of nonlinear differential equations. There is presented a numericall-analytical
transformation method for investigating nonlinear dynamical systems with many degrees of freedom of polynomial
structure. As opposed to the analogues, this method allows solving a wide range of problems for nonlinear systems
of general polynomial structure while reducing the computational resource intensity. An algorithm of the method
of transformations for investigating the nonlinear dynamic systems with m degrees of freedom is given. The research
of stability of solutions of nonlinear dynamic systems with m degrees of freedom is carried out. Algorithmic formulas
of transformation method for the solution of systems with nonlinearity of the fourth degree are given. Computational
experiments on solving systems of differential equations with a small nonlinear part in the form of a multinomial
of the sixth degree using the transformation method show fourth order accuracy in computation. A nonlinear mathe-
matical model of the vibration protection system is investigated by the presented method of transformations. The theo-
rem on determination of the stationary state for systems of differential equations of polynomial structure by transfor-
mation method is proved. Algorithmic formulas for computation are presented. A general matrix form for vector indi-
ces is presented. Formulas for economical computation of right-hand sides of polynomial structure are presented and it
is proposed to apply Pan's scheme with coefficient preprocessing. This method allows studying the different modes
of nonlinear models dynamics, for example, to determine such extreme modes as resonance, sub-harmonic, and poly-
harmonic modes. As an example of the method application, the vibration protection problem of the tower from exter-
nal periodic influences was solved. The transformed solution takes into account all nonlinear polynomial components.
The method allows to investigate the dynamics of a wide range of nonlinear systems with the necessary accuracy.

Keywords: method of transformations, nonlinear dynamic systems, mathematical model of polynomial structure, sta-
bility of system solution, numerical and analytical methods
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Введение
Рассматривается научная задача исследования

математических моделей с полиномиальной нели-
нейностью, которые представлены системами не-
линейных дифференциальных уравнений. Для ис-
следования таких нелинейных моделей разрабаты-
вается метод преобразований. Традиционные ме-
тоды исследования нелинейных систем, например
преобразование к линейной форме, не учитывают
влияние нелинейностей, приводят к упрощению
модели и существенным погрешностям. Классиче-
ские методы исследования нелинейных математи-
ческих моделей были предложены в работах
А.  Пуанкаре,  А.  М.  Ляпунова,  Ван дер Поля,
Н. М. Крылова, Н. Н. Боголюбова, А. А. Андроно-
ва и др. Применяются аналитические приближен-
ные методы малого параметра, усреднения, Кры-
лова–Боголюбова, линеаризации, метод Ван дер
Поля, метод гармонического баланса, метод воз-
мущений Пуанкаре, асимптотические методы рас-
тянутых параметров и многих масштабов. Каждый
метод предназначен для решения определенного
класса задач с введенными ограничениями.
Например, метод усреднения не учитывает квадра-

тичные составляющие, методы Ван дер Поля
и линеаризации не учитывают кубические состав-
ляющие. Определенная ограниченность области
решения является значительным недостатком при-
менения приближений Чебышева при построении
решений нелинейных дифференциальных уравне-
ний. С целью снижения ресурсоемкости решений
задачи при использовании приближенных методов
критически важно правильно определить началь-
ное приближение [1]. Побочным эффектом некор-
ректного определения начального приближения
является не только ощутимое повышение трудоем-
кости вычислительного алгоритма, но и невысокая
точность решения.

Приведем обзор актуального состояния науч-
ных исследований в рассматриваемой области.
В работе [2] нашло отражение использование ме-
тодики нахождения полиномиальных решений ка-
нонических уравнений. Данная методика основана
на разложении решений в ряды по базисным функ-
циям. Далее, дополнительные решения могут
находиться путем комбинирования решений, полу-
ченных ранее на предыдущих этапах. Подобная
аппроксимация искомого решения легла в основу
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численно-аналитического метода, представленного
автором [2]. Существенным преимуществом такого
подхода является то, что решение представляется
«…в форме непрерывной дифференцируемой по
области решения, удовлетворяющих по точности
аппроксимаций» [2, с. 204].

Авторы [3] посвятили свою работу исследова-
нию решения систем нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка.
Данные уравнения являются уравнениями с выде-
ленной главной положительно однородной частью.
Работа обладает выраженной практической значи-
мостью, т. к. ее результаты позволяют обобщать
решения для подобных систем.

Один из методов численно-аналитического опи-
сания решения уравнения объекта представлен
в работе [4]. Помимо описания собственно решения
в работе также вычисляются значения числовых
характеристик на основе некорректных наблюде-
ний. По мнению авторов, внедрение предложенного
метода «…позволит алгоритмическими и про-
граммными средствами оперативно находить опти-
мальные оценки числовых характеристик движения
объекта» [4, c. 11].

Одна из сфер применения численно-аналити-
ческого моделирования описана в работе [5]. Ав-
торами была изучена сфера систем массового об-
служивания поликомпонентных потоков. Постро-
енные три математические модели и разнообраз-
ные области их применения являются существен-
ным достоинством данной работы, а полученные
численные результаты помогают рассчитать необ-
ходимое количество устройств для систем массо-
вого обслуживания поликомпонентных потоков.

Нахождение базисных функций с помощью чис-
ленно-аналитического метода изучается в работе
[6]. Предложенный авторами подход «…заклю-
чается в построении конечного элемента, учитыва-
ющего особенности решения задачи Дирихле для
уравнения Лапласа в окрестности угловых точек»
[6, c. 325]. В результате удалось значительно повы-
сить точность решения из-за сокращения порядка
системы уравнений.

В качестве еще одного варианта применения
численно-аналитических методов следует упомя-
нуть работу авторов [7], в основу которой лег метод
поиска близких к периодическим решений, соответ-
ствующих режимам авторотации механической си-
стемы. Подход, являющийся родственным методу
Андронова–Понтрягина, позволяет строить решения
вспомогательных подсистем. В результате получа-
ется набор периодических функций при выполне-
нии условия сходимости метода.

Современными проблемами исследования не-
линейных моделей занимается коллектив Институ-
та прикладной математики РАН им.  М.  В.  Келды-
ша. В работе [8] представлена процедура построе-

ния разложения базиса решений одного четырех-
членного рекуррентного соотношения с коэффици-
ентами из кольца. Показано, что вне зоны близких
собственных значений получаемое разложение
является асимптотическим.

Авторы [9] рассматривают метод решения жест-
ких систем дифференциальных уравнений на основе
вычисления матричной экспоненты. В работе пред-
ставлен метод контроля точности в случае линей-
ных задач, приведены результаты численных расче-
тов для линейных и нелинейных задач.

Дифференциальное уравнение второго порядка,
содержащее большой параметр, рассматривается
в [10]. Авторами описан предложенный ранее спо-
соб, являющийся альтернативой методу Пуанкаре
(теорема о неявной функции). Мотивом к данному
исследованию послужило желание авторов изучить
влияние применения метода Пуанкаре в сингуляр-
но возмущенной задаче.

Сравнение методов построения многослойных
приближенных решений дифференциальных урав-
нений на основе классических приближенных ме-
тодов выполняется в работе [11]. Варианты реали-
зации алгоритмов расчета переходных процессов
для динамических систем с применением опера-
торного метода рассматриваются в работе [12].
В работе [13] асимптотическими методами исследу-
ются полиномиальные дифференциальные уравне-
ния. Рассматривается разложение по степеням неза-
висимой переменной, коэффициенты которого есть
ряды Лорана по убывающим степеням логарифма.
В работе [14] рассматриваются численно-ана-
литические методы поиска периодических решений
нелинейных систем дифференциальных уравнений.
Представлены алгоритмы отыскания начальных
условий, соответствующих периодическому реше-
нию. В исследовании [15] приводится доказатель-
ство теоремы о сходимости формального решения
обыкновенных дифференциальных уравнений при
случае, когда «множество показателей степени ряда
имеют одну комплексную образующую» [15, с. 2].
В работе [16] доказана теорема о разрешимости не-
линейной системы уравнений относительно при-
ближенных значений коэффициентов Чебышева
старшей производной, входящей в дифференциаль-
ное уравнение. Авторам [17] для определения точ-
ных решений нелинейных дифференциальных
уравнений используется метод логистической
функции.

В работах научного коллектива под руковод-
ством профессора Г. И. Мельникова предложен
метод дифференциальных неравенств и примене-
ние приближений Чебышева для построения реше-
ний нелинейных дифференциальных уравнений.
В работе [18] рассматривается система дифферен-
циальных уравнений полиномиальной структуры.
Проводится преобразование уравнений и исследо-
вание колебаний объекта с постоянными парамет-
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методом дифференциальных неравенств для поло-
жительных функций Ляпунова. В [19] рассматрива-
ется уравнение автономной динамической системы
с одной степенью свободы. Применяется асимпто-
тический метод преобразования Пуанкаре–Дюлака
и приближения Чебышева для многочленов высо-
кой степени. Исследуются механические системы
в случае отсутствия внутренних резонансов.

Развитие численно-аналитических методов ис-
следований поведений систем нашло свое отраже-
ние в работе [20]. Авторами рассматривается слу-
чай, при котором наблюдения содержат отсчеты
сингулярной помехи. Предложенное улучшение
метода позволяет определять оптимальные несме-
щенные и инвариантные оценки. Достоинством
такого подхода является то,  что он помогает избе-
жать расширения пространства состояний.

В рассмотренных научных работах предложены
методы для решения определенного класса задач
при выполнении заданных условий. В отличие
от рассмотренных научных работ в статье предло-
жен метод, позволяющий решать широкий класс
задач для нелинейных систем общей полиноми-
альной структуры при сокращении ресурсоемкости
вычислений.

Постановка задачи исследования
Рассматривается актуальная задача разработки

оптимального алгоритма для метода исследования
нелинейных моделей. Для увеличения точности ис-
следования нелинейных моделей разрабатывается
метод преобразований. Метод позволяет исследо-
вать различные режимы динамики нелинейных мо-
делей, например, определять такие экстремальные
режимы, как резонанс, субгармонический, полигар-
монический режим. Так, традиционные численные
методы Рунге–Кутта с фиксированным шагом
не определяют эффект мгновенного скачка. Для
современных систем управления в реальном време-
ни динамическими системами задача своевременно-
го определения и устранения экстремальных режи-
мов является актуальной. При разработке алгоритма
метода также решается важная задача сокращения
вычислительных ресурсов по сравнению с анало-
гичными классическими методами.

Метод преобразований для исследования
нелинейных динамических систем с m степенями
свободы

Рассмотрим динамическую систему с m степе-
нями свободы. Для такой системы математическая
модель представлена m нелинейными дифферен-
циальными уравнениями второго порядка с посто-
янными и периодическими коэффициентами.

Представим систему в матричной форме с при-
менением векторного индекса [ ]1 2 2 2...,, , mn n n n +=
с целочисленными неотрицательными компонентами.

Обозначим 1 2 2 2... mn n n n += + + +  – сумму ком-
понентов векторного индекса. Математическую
модель системы запишем в матричном виде:

( ) ( )

( ) ( ) 3 2 3 2 21 2

1 2

ν ν
ν 1 1

ν 2

cos ω sin ω

cos ω sin ω ,m m m

k
v v v v

m m

Iq Bq Cq H t H t

h t t q q q q+ + +

=

+ + = + +

+ ¼ ¼å &

& &
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 (1)

где I – единичная матрица m × m; B, C – квадрат-
ные матрицы m × m; [ ]1 11 21 1 ;, , , T

mH h h h= ¼

[ ]2 12 22 2 ;, , , T
mH h h h= ¼ 1 2, , ...,

Tmh h h hn n n né ù= ë û  – век-

тор-столбец нелинейных коэффициентов, 1Sh n < ;
t – время; ω – частота; qi – обобщенные координаты
системы; 1 2[ , , ..., ]T

mq q q q=  – вектор-столбец иско-
мых функций; 1 2[ , , ..., ]T

mq q q q=& & & &  – вектор-столбец
производных.

Предположим, что для системы дифференциаль-
ных уравнений (1) выполнены условия теоремы
Пикара о существовании и единственности решения
задачи Коши. Правая часть системы определена,
непрерывна и удовлетворяет условию Липшица.

Для представления суммы по векторному ин-
дексу в работе [21] предложено применять после-
довательное раскрытие вложенных сумм вида

3 22 2

1 2 1 3 2 2 2 2 1
2 2 2 1 2 1

, , , ,
2 0 0 02

.
m

m m
m m

i i ik k

v
i i i

i i i i i i i
i

j j
n

+

+ +
+ +

- - ¼ -
= = = ==

= ¼å å å å å

Основные этапы метода преобразований вклю-
чают представление нелинейной системы в нор-
мальной форме, линейное и многочленное преоб-
разование, решение преобразованной системы.
В алгоритме введено условие комплексно-сопря-
женных корней с малыми отрицательными веще-
ственными частями λ , λ , 1, ...,S S s m=  для уравне-
ния 2Det λ λ 0I B Cé ù+ + =ë û .

Вводятся новые переменные ( )1 exp ωx i t=

и ( )2 exp ωx i t= - .
Представим периодические функции через вве-

денные дополнительные переменные:

( ) ( )1 2
1cos ω
2

t x x= +  и ( ) ( )1 2
1sin ω
2

t x x
i

= - .

Приведем систему уравнений (1) к нормальной
форме, дополнив введенными переменными:

3 2 3 2 21 2
1 2 1 1

2

,m m m

k
v v v v

m mX PX p x x q q q qn n
n

n

+ + +

=

= + ¼ ¼å& & &  (2)

где [ ]1 2 1 2 1 2... ... T
m mX x x q q q q q q= & & & ; P – квадратная

матрица ( ) ( )2 2 2 2m m+ ´ + ; pn  – комплексные
коэффициенты нелинейной части, определяемые
посредством перегруппировки членов нелинейных
частей системы (1).
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Выполним линейное преобразование системы:

,Y LX=

где Y – вектор-столбец новых обобщенных коор-
динат системы; L – квадратная матрица линейного
преобразования.

Определяем невырожденную матрицу L.
В результате линейного преобразования пред-

ставим систему в виде

2 21
1 2 2

2

,m

k

mY Y r y y nn
n

n

+
+

=

= L + ¼å&

где y1, y2 – новые обобщенные координаты систе-
мы. Здесь матрица Λ диагонального вида

[ ]1 2 2 1 2 2λ , λ , ..., λ , λm mdiag + +L =  с комплексно-сопря-
женными корнями

2 2 1λ λ , 1, ..., 1S S s m-= = + .

Для нахождения нелинейных коэффициентов rν
выполним перегруппировку членов в нелинейной
части (2) после линейного преобразования.

На следующем этапе выполняется преобразование

2 21
1 2 2

2

m

k
S

S S my z a z z nn
n

n

+
+

=

= + ¼å ,

3, , 2 2s m= ¼ + ; S Sy z= , ( )1,2 ,s =      (3)

где ys – обобщенные координаты системы; zs – пре-
образованные обобщенные координаты системы;

San  – коэффициенты преобразования.
Результатом преобразования (3) является система

2 21
1 2 2

2

;λ m

k
S

S S S mz z q z z nn
n

n

+
+

=

= + ¼å& 1, ..., 2 2,s m= +

где Sqn  – коэффициенты преобразованной системы.
Для нахождения особых значений индекса
[ ]1 2 2 2. ,, , .. mn n n n +=  решаются уравнения [22]

1 1 2 2 2 2λ ν λ ν λ 0;m m s+ ++¼+ - =

1 2 2 2 2, 3, ..., ;  1, ..., 2 2.m k s mn n n ++ +¼+ = = + (4)

Для не особых значений индексов 0sqn =  опре-
деляются san , для особых значений индексов

0san =  определяются sqn .
В работе [21] представлена итерационная фор-

мула для вычисления коэффициентов sqn  и san :

( )

2 2

2 2 1

2 2
1 μ

μ
3 2 μ 2

( )( λ ν λ )

ν = . .

r r m
S S

k k S
k

m r r
S k

k k S
k

q Ζ a Ζ

a Ζ z q Ζ P Z

n n
n n

n n

n
n

n

+

= = =

+
-

= = =

+ - +

+

å å å

å å å

Введем комплексно-сопряженные переменные

( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1exp it Imλ  ; exp it Imλ ;S S S S S Sz u z u- - - - -= = - 1, .., 1.s m= + (5)

В результате перехода к переменным (5) полу-
чим автономную систему

2 1 21 2
1 1 2 1 2 1

2

Reλ ... .S S

k
v vv vS

S S S S Su u q u u u un
n

-
- -

=

= + å&         (6)

Далее получаем решение автономной системы.

Для перехода к автономной системе с веще-
ственными коэффициентами выполним экспонен-
циальную замену переменных:

( )ρ exp θS S Su i= .                    (7)

Представим систему (6) с вещественными ко-
эффициентами в виде

( )2 1 21 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

ρ ρ Reλ

ρ ρ Re exp θ θ ;m m

S S S

k m
S

m l l l S
l

q in nn n
n

n

n n- ++
- - -

= =

= +

æ öæ öæ ö
+ ¼ - -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è øè øè ø
å å

&

       (8)

( )2 1 21 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

ρ θ ρ ρ Im exp θ θ .m m

k m
S

S S m l l l S
l

q in nn n
n

n

n n- ++
- - -

= =

æ öæ öæ ö
= ¼ - -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è øè øè ø

å å&

В нерезонансном случае система (8) имеет бо-
лее простой вид:

( )2 1 21 2
1 2 1

2

ρ ρ Reλ ρ ρ Re ;m m

k
S

S S S m qn nn n
n

n

- ++
-

=

= + ¼å&

( )2 1 21 2
1 2 1

2

ρ θ ρ ρ Im .m m

k
S

S S m qn nn n
n

n

- ++
-

=

= ¼å&

Проинтегрировав систему, найдем амплитуду
ρS и частоту θS для преобразованных обобщенных
координат системы. Установившийся режим
найдем, приравнивая правые части (8) к нулю
и решая систему алгебраических уравнений. Для
представления решения в исходных переменных
подставим решение в (3), (5) и (7). Решение в ис-
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ем комых переменных X найдем по формулам обрат-
ной замены: 1X L Y-= .

Методом преобразований исходная нелинейная
система дифференциальных уравнений второго
порядка с постоянными и периодическими пара-
метрами преобразуется к автономному виду. Для
экономичного вычисления правых частей полино-
миальной структуры предложено применить схему
Пана с предварительной обработкой коэффициен-
тов. Методы экономичного вычисления полиномов
с предварительной обработкой коэффициентов
представлены в работах В. Я. Пана [23]. В соответ-
ствии с двухэтапной схемой Пана для вычисления

полинома n-й степени при n ≥ 5 необходимо 2
2
n

+

умножений и n + 1 сложений. Двухэтапная схема
экономичного вычисления Пана с предварительной
обработкой коэффициентов позволяет в 2 раза со-
кратить количество операций умножения при вы-
числении полиномов, что приводит к значительно-
му увеличению производительности вычисления
полиномов.

Для вычислений особых индексов в алгоритме
метода преобразований удобно применить матрич-
ную форму представления особых индексов.

Введем ленточную матрицу IM  из единиц,
размерностью ( ) ( )1 2 2m m+ ´ + .

0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0

IM

¼é ù
ê ú¼ê ú
ê ú= ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼
ê ú¼ê ú
ê ú¼ë û

.

Каждая строка матрицы представляет вектор-
ный индекс.

Для получения особых индексов для каждого
s построим сумму ленточной матрицы IM  из еди-
ниц и матрицы IS с s – столбцом из единиц:

IS I SM M I= + .
Для 2 1s m= +  получим матрицу для определе-

ния особых индексов вида

( ) 2 12 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0

.
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0

I mI m

I

M M I

M

++ = + =

¼ ¼é ù é ù
ê ú ê ú¼ ¼ê ú ê ú
ê ú ê ú= + =¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼
ê ú ê ú¼ ¼ê ú ê ú
ê ú ê ú¼ ¼ë û ë û

В нерезонансном случае система (4) для вычис-
ления особых индексов 1 2 2 2( , , , )mn n n +¼  имеет

следующий вид:

( ) ( ) ( )1 1 2 3 3 4 2 1 2 1 2 2

1 2 2 2

Imλ Imλ Imλ Imλ 0;
2, 3, 4;   1, ..., 2 1.

m m m s

m s m
n n n n n n

n n n
+ + +

+

- + - + ¼+ - - =
+ +¼+ = = +

Подстановка значений векторных индексов
(строк матриц ISM ) в систему уравнений для

1, ..., 2 1s m= +  доказывает правильность построе-
ния матричных форм определения особых индексов.

Каждая строка матрицы ( )2 1I mM +  представляет
особый векторный индекс.

С учетом того, что сумма особых индексов
определяет степени мономов в преобразованной
системе дифференциальных уравнений и равенства

1 2
1 2 1 2ρ ρ ρ ρ 1n n= = = = , в каждом дифференциальном

уравнении преобразованной системы присутству-
ют только мономы первой и третьей степени от
искомых переменных.

Методом преобразований система приводится
к автономному виду. Для автономных дифферен-
циальных уравнений решения асимптотически
приближаются к стационарному состоянию. При

устойчивом стационарном состоянии малые от-
клонения не выводят систему из малой окрестно-
сти стационарного состояния. Для устойчивого
стационарного состояния необходимо условие от-
рицательности вещественных частей характери-
стического уравнения.

Приведем теорему об определении стационар-
ного состояния системы.

Теорема 1. При условии существования устойчи-
вого стационарного состояния для системы m диф-
ференциальных уравнений второго порядка в нере-
зонансном случае с малыми нелинейными частями
в форме многочленов четвертых степеней суще-
ствует система m линейных алгебраических урав-
нений с вещественными коэффициентами, полу-
ченная в результате многочленных преобразова-
ний, которая определяет стационарное состояние
системы.
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Доказательство. Представим доказательство
для системы m нелинейных уравнений второго
порядка.

Исследуем систему m уравнений второго по-
рядка с малыми нелинейными частями, представ-

ленными многочленами четвертой степени.
В случае отсутствия резонансов автономная
преобразованная система (8) имеет следующую
форму:

( ) 3 4 2 1 2 2

4
+

3 2 1
2

ρ ρ Reλ Re ρ ... ρ ;m mS
S S S mq n n n n

n
n

+ ++
+

=

= + å& 3, ..., 2 1;s m= +

( )3 4 2 1 2 2

4

3 2 1
2

ρ θ ρ ... ρ Im .m m S
S S m qn n n n

n
n

+ ++ +
+

=

= å&

Для определения особых индексов запишем
матричные формы при 3, ..., 2 1:s m= +

( ) 2 12 1

0 0 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 1 1 1 0

0 0 1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1 0

I mI mM M I ++

¼é ù
ê ú¼ê ú
ê ú= + = ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼
ê ú¼ê ú
ê ú¼ë û

.

Каждая строка матрицы представляет особый
векторный индекс. Для суммы особых индексов

выполняются равенства
2 2

3

3
m

i
i

n
+

=

=å  при 1 2 0n n= = ,

2 2

3

1
m

i
i

n
+

=

=å  при 1 2 1n n= = .

С учетом того, что сумма особых индексов
определяет степени мономов в преобразованной
системе дифференциальных уравнений и равенства

1 2
1 2 1 2ρ ρ ρ ρ 1n n= = = = , в каждом уравнении преобра-

зованной системы присутствуют только мономы
первой и третьей степени от искомых переменных.
Для определения стационарного решения разделим
на ρS  первое уравнение (8), приравняем правые
части к нулю, получим систему m алгебраических
уравнений

( ) 3 4 2 1 2 2

4
+ 1

3 2 1
2

Reλ Re ρ ... ρ ρ 0;m mS
S m Sq n n n n

n
n

+ ++ -
+

=

+ =å 3, ..., 2 1s m= + .

При делении на ρS степени мономов понизились
на единицу, и в уравнении присутствуют только
мономы нулевой (свободные члены) и второй сте-
пени от искомых переменных.

Проведя квадратичную замену переменных
2ρS Sr = , получаем линейную систему m алгебраи-

ческих уравнений 3, ..., 2 1s m= +  с вещественными
коэффициентами вида

( ) 3 5 2 11
3 5 2 1

3

Reλ Re 0;S mS
S S mq r r r rn n n n

n
n

+-
+

=

+ ¼ ¼ =å 3, ..., 2 1.s m= +

В линейной системе алгебраических уравнений
будут присутствовать только мономы нулевой и пер-
вой степени в соответствии с равенствами для осо-
бых индексов: 3 5τ n n= + +¼+ 2 11 , τ 1S mn n +- +¼+ =

при 1 2 0n n= = ; τ 0=  при 1 2 1n n= = .
Таким образом, теорема доказана и методом

преобразований определена система линейных
алгебраических уравнений.

Получив стационарные значения ρS, из второго
уравнения (8) определим θS:

( ) 2 1 2 21 2

4
1

1 2 1
2

θ Im ρ ρ ρ ;

1, 3, ..., 2 1.

m mS
S S mt q

s m

n nn n
n

n

+ +++-
+

=

= ¼

= +

å

Таким образом, определено стационарное ре-
шение для системы m дифференциальных уравне-
ний второго порядка с нелинейными частями
в форме полиномов четвертых степеней в нерезо-
нансном случае.

Оценка погрешностей решений
Представим оценку погрешностей решений,

полученных методом преобразований. В работе
Г. И. Мельникова [22] методом дифференциальных
неравенств решается задача оценки погрешности
решений, полученных методом преобразований.

Рассматривается метрика для определения пог-

решности
1

ρ
n

S S
s

y y
=

= -å % , где ,S Sy y%  – точное
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ем и приближенное решение в окрестности
( ){ }1, , :  , 1, ,n SH y y y H s n= ¼ £ = ¼ , с одинако-

вым начальным значением ( ) ( ) 00 0S Sy y y= =% .
В работе Г. И. Мельникова получена оценка по-

грешности ( )ρ V u£  при h H£ , которая определе-
на по теореме о дифференциальных неравенствах
[22]. Погрешность оценивается функцией вида

( ) ( ) ( )
0

22ε
u

m

r

V u f u u f u du-= ò , где u – аргумент

функции оценки; ε – малая величина;

( )
1

ε
m

k m
k

k

f u g u u
=

= +å ,
1

n

k v
s v k

g p
= =

= åå , vp  – коэффи-

циенты нелинейной правой части.
Таким образом, определена оценка погрешнос-

ти ( ) ( )
0

2ρ 2ε
u

m

r

f u u f u du-£ ò .

Вычислительные эксперименты по решению
систем дифференциальных уравнений с малой не-
линейной частью в форме многочлена шестой сте-
пени методом преобразований показывают точ-
ность четвертого порядка при вычислении.

Исследование устойчивости решения нели-
нейных динамических систем

Для автономных систем применимы теоремы
А. М. Ляпунова для решения задачи устойчивости
в линейном приближении [24]. Движение
асимптотически устойчиво, если вещественные
части Reλ S  характеристического уравнения

2Det λ λ 0I B Cé ù+ + =ë û  отрицательны.
Рассмотрим автономную систему с веществен-

ными коэффициентами (8), полученную в резуль-
тате многочленных преобразований:

( ) ( )2 1 21 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

ρ ρ Reλ ρ ... ρ Re exp θ θ ε ρ ;m m

k m
S

S S S m l l l S S
l

q in nn n
n

n

n n- ++
- - -

= =

æ öæ öæ ö
= + - - +ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è øè øè ø

å å& 3, ...,s m= ,

где ( )ε ρS  – малая величина ошибки в методе пре-
образований.

Для преобразованной системы решение опре-
делено в окрестности пространства

{ }ρ : ρ , 3, ...,S S SJ j s m= £ =  при 0t ³ .
Исследуем непрерывную неотрицательную

форму 2

1

ρ
m

S
S

V
=

= å , которая оценивается на проме-

жутке 0 V H£ £  сверху:

( )ρ ; 3, ...,S Sh V s m£ = ,

где ( )Sh V  – ограниченные, непрерывные, неотри-
цательные возрастающие функции.

Определим производную по времени от V:

( )

( )2 1 21 2

2

1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1

ρ 2 ρ ρ 2 ρ Reλ 2 ρ ε ρ
ρ

2 ρ ρ ... ρ Re exp θ θ .m m

m m m

S S S S S S
S S S

m k m
S

S m l l l S
S l

VV

q in nn n
n

n

n n-

= = =

++
- - -

= = =

¶
= = = + +

¶

æ öæ öæ ö
+ - -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è øè øè ø

å å å

åå å

& & &

          (9)

Оценим компоненты в равенстве (9), учитывая
Reλ 0S < :

Reλ χ;S £ ( )ρ ε ρ δ;S S £ Re ξ;Sqn £ ξSImqn £ ,

где χ 0, δ 0, ξ 0> > > .
В результате получим дифференциальное нера-

венство вида

( ) 2 1 21 2
1 2 1

1 ν 2

2χ ρ 2 δ 2ξ ρ τ ρ ... ρ m m

m k

S S m
S

V V m n nn n - ++
-

= =

£ - + + åå& , (10)

где

( )

( )

2 1 2 1 2
1

2 1 2 1 2
1

τ cos θ θ

sin θ θ .

m

S l l l S
l

m

l l l S
l

n n

n n

- -
=

- -
=

æ öæ ö
= - - -ç ÷ç ÷

è øè ø
æ öæ ö

- - -ç ÷ç ÷
è øè ø

å

å
В случае отсутствия резонансов τ 1,S =  и нера-

венство (10) имеет вид

2 1 21 2 ν νν ν
1 2 1

1 ν 2

2χ 2 δ 2ξ ρ ρ . ... ρ m m

m k

S m
S

V V m - ++
-

= =

£ - + + åå&

По теореме об устойчивости движения системы
[22] пусть в { }V H J< Ì  решение V системы (9)
удовлетворяет
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( )V G V£& .

Пусть G определена, однозначна, кусочно-
непрерывна и удовлетворяет условию Липшица по

( ) ( )1 2 1 2,V G V G V K V V- < -  и ( )0 0, 0G t³ ³ .
Тогда все решения (9) с начальными значения-

ми из { }0V C£  при 0{0 }C h H£ < £  удовлетворяют

( )0,V C t C£  при 0 t T£ £ ,           (11)

где C – решение уравнения сравнения ( )C G C=&

с начальным условием ( ) 00C C= .
В случае отсутствия резонансов уравнение

сравнения имеет вид
22χ 2 δ ξ .2С С m С= - + +&             (12)

Запишем решение дифференциального урав-
нения (12):

( ) ( )2 2 2
0

1 1χ 4 δξ χ tg 2 4 δξ χ 4 δξ χ .
2ξ 2

C t m t m m Cæ öé ù= + - - + -ç ÷ê úë ûè ø
(13)

Решение определено при выполнении неравен-
ства ξ 0¹ .

Подставив (13) в (11), получим:

( ) ( )2 2 2
0 0

1 1, χ 4 δξ χ tg 2 4 δξ χ 4 δξ χ .
2ξ 2

V t C m t m m Cæ öé ù£ + - - + -ç ÷ê úë ûè ø
               (14)

Таким образом, построена оценка (14) окрест-
ности системы, в которую входит любое решение

( )0,V t C  с начальными значениями из { }0V C£ .

Приложение метода преобразования для ис-
следования математической модели виброза-
щитной системы

Проведено исследование полученной авторами
математической модели виброзащитной системы
для вышки управления полетами представленным
методом. Модель вышки состоит из следующих
компонентов: вышка, платформа основания, каби-
на управления, рабочая площадка, система управ-
ления. Исследуем упрощенную модель вышки,
включающую кабину управления (m1), рабочую

площадку (m2). Она установлена на платформу (m3)
для оборудования. Для виброзащиты рассматрива-
ется кабина управления. Между каждой массой
установлены нелинейные амортизаторы и демпфе-
ры. Нелинейные характеристики аппроксимирова-
ны полиномами третьей степени. Предположим,
что в результате воздействия внешних периодиче-
ских сил основание совершает малые вертикаль-
ные колебания вида ( ) ( ) ( )1 1 1 1sin ω cos ωzf t A t B t= + .

Размерности: ( ) ( ) ( )1ω , , , см .c t c A B-  Введем обо-
значения координат центра масс: z1 – кабины управ-
ления, z2 рабочей площадки, z3 – платформы. Запи-
шем приведенную нелинейную модель в форме

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 3'' ' ' ' ' ' '
1 1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 3 2
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1ω sin ω cos ω ;

z z z

z z z

z t b z t z t c z t z t d z t z t

k z t z t l z t z t p z t z t A t B t

+ - + - + - +

+ - + - + - = +

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2'' ' ' ' ' ' '
2 1 2 1 2 2 3 1 1 2

2 3 3' ' ' ' ' '
2 2 3 1 2 1 2 2 3

2 2
1 2 1 2 2 3 1 1 2 2 2 3

3 3 2
1 2 1 2 2 3 1 1 1 1 1ω sin ω cos ω ;

z z z

z z z

z z z z

z z

z t b z t z t b z t z t c z t z t

c z t z t d z t z t d z t z t

k z t z t k z t z t l z t z t l z t z t

p z t z t p z t z t A t B t

+ - + - + -

+ - + - + -

+

+

+

+ - + - - - + -

+ - + - = +

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2'' ' ' ' ' '
3 2 3 2 3 3 2 2 3

32 3' ' ' '
3 3 2 3 2 3 3 2 3 2

2 32
2 2 3 3 3 3 3 2 3 2

3 2
3 3 1 1 1 1 1ω sin ω cos ω ,

z z z

z z z z

z z z z

z

z t b z t z t b z t c z t z t

c z t d z t z t d z t k z t z t

l z t z t k z t l z t p z t z t

p z t A t B t

+ - + + - +

+ + - + + - -

- - + + + - +

+ = +



Вестник АГТУ. Серия: Управление, вычислительная техника и информатика. 2022. № 2
ISSN 2072-9502 (print), ISSN 2224-9761 (online)

Математическое моделирование

106

В
ол

ьн
ик

ов
М

.И
.,

С
мо

гу
но

в
В

.В
.У

че
т

тр
ен

ия
в

ма
те

ма
ти

че
ск

их
мо

де
ля

х
ди

сс
ип

ат
ив

ны
х

си
ст

ем где 1 2 3, ,z z z  – относительные вертикальные коор-
динаты; k, l, p – приведенные к единице массы ко-
эффициенты жесткости; b, c, d – приведенные
к единице массы коэффициенты демпфирования.

Здесь размерности для величин уравнений:
1 2

1 2 3, , см) , ( ( ) ),  ( .z z z b c k c- -

Посредством математического пакета программ
Mathematica при следующих коэффициентах пред-
ставленным методом преобразований определен
режим колебаний виброзащитной системы:

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

2 2 3 3 3

3 3 3

0,098; 0,009; 0,005; 0,545; 0,018,
0,009; 0,097; 0,002; 0,005; 0,491;

0,0189; 0,009; 0,096; 0,002; 0,005,
0,503; 0,021; 0,010.

z z z z z

z z z z z

z z z z z

z z z

b c d k l
p b c d k

l p b c d
k l p

= = = = =
= = = = =

= = = = =
= = =

Обозначим малые колебания основания:
( ) ( )0,2  sin 1,2 0,3  cos 1,2t t+ .

Методом многочленных преобразований найден
установившийся полигармонический режим:

( ) ( ) ( )1 0,1176 sin 1,2 0,0001 sin 2,4 0,1919 cos 1, 2 0,0171;z t t t= - + - -

( ) ( ) ( ) ( )2 0,3845 sin 1,2 0,0004 sin 2,4 0,4192 cos 1,2 0,0002 cos 2,4 0,0135z t t t t= - - - - - ;

( ) ( ) ( ) ( )3 0,0937sin 1,2 0,0002 sin 2,4 0,4560 cos 1,2 0,0006 cos 2,4 0,0085z t t t t= - + - + - .

Решение в абсолютных координатах:

( ) ( ) ( )1 0,0823 sin 1,2 0,0001 sin 2,4 0,1081 cos 1, 2 0,0171q t t t= + + - ;

( ) ( ) ( ) ( )2 0,1845 sin 1,2 0,0004 sin 2,4 0,1192 cos 1, 2 0,0002 cos 2,4 0,0135q t t t t= - - - - - ;

( ) ( ) ( ) ( )3 0,1063 sin 1,2 0,0002 sin 2,4 0,1560 cos 1, 2 0,0006 cos 2,4 0,0085q t t t t= + - + - .

Таким образом, исследованная численно-ана-
литическим методом преобразований виброзащит-
ная модель эффективно снижает влияние внешних
воздействий для вышки управления полетами.

Заключение
В работе решается научная задача разработки

высокопроизводительного алгоритма численно-ана-
литического метода преобразований для исследо-
вания режимов эксплуатации нелинейных дина-
мических систем. Нелинейности в исследуемых
моделях представлены полиномами. В работе
представлен метод преобразований для исследо-
вания нелинейных математических моделей. При-
ведены алгоритмические формулы метода для
вычисления. Представлена общая матричная

форма для векторных индексов. Для экономично-
го вычисления правых частей полиномиальной
структуры представлены формулы и предложено
применить схему Пана с предварительной обра-
боткой коэффициентов. Метод позволяет исследо-
вать различные режимы динамики нелинейных
моделей, например, определять такие экстремаль-
ные режимы, как резонанс, субгармонический, по-
лигармонический режим. В качестве примера при-
менения метода решена задача виброзащиты выш-
ки управления полетами от внешних периодиче-
ских воздействий. Решение, построенное методом
преобразований, учитывает все нелинейные ком-
поненты полиномов. Метод позволяет выполнять
исследование динамики широкого круга нелиней-
ных систем с необходимой точностью.
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