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Аннотация. Цель представленной работы заключается в оценке адекватности и подборе оптимальных парамет-

ров математических моделей роста рыбы в приложении к прогнозированию роста аквакультурной форели  

в установках замкнутого водоснабжения (УЗВ). Для выполнения оценки и сравнения рассмотрено 8 нелинейных 

математических моделей роста рыбы. В качестве эталона взяты табличные (параметрические) модели кормов для 

выращивания форели в УЗВ, на их основе выполнен подбор оптимальных параметров, приближающих каждую 

из математических моделей к эталонной. Сравнение результатов проводилось при помощи оценки среднеквадра-

тичной ошибки, информационного критерия Акаике с поправкой на небольшой объем выборки и байесовского 

информационного критерия. В результате получены параметры, обеспечивающие наилучшее приближение рас-

сматриваемых математических моделей роста рыбы к эталонной табличной функции. В результате оценки по-

грешностей установлено, что лучшую точность демонстрирует трехпараметрическая модель фон Берталанфи. 

При этом другие модели (за исключением экспоненциальной) также продемонстрировали точность, достаточную 

для использования на практике. Практическую значимость работы представляют выводы об адекватности ис-

пользования нелинейных математических моделей для моделирования роста форели в УЗВ, а также представ-

ленные параметры моделей, обеспечивающие наилучшее приближение к эталонной табличной функции. 
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рыбы, модель фон Берталанфи, модель Гомперца, логистическая, экспоненциальная и степенная модели 

Благодарности: исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-21-00048, 

https://rscf.ru/project/23-21-00048/.  

Для цитирования: Коновальчикова E. Н., Ивашко Е. Е. Подбор параметров моделей роста радужной форели // 

Вестник Астраханского государственного технического университета. Серия: Рыбное хозяйство. 2024. № 2.  

С. 42–48. https://doi.org/10.24143/2073-5529-2024-2-42-48. EDN ZDEFHO. 

Original article 

Fitting growth model parameters for rainbow trout
5
 

Elena N. Konovalchikova, Evgeny E. Ivashko�  

Karelian Research Centre of the Russian Academy of Sciences, 
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Abstract. The purpose of the presented work is to assess the adequacy and selection of optimal parameters of mathe-

matical models of fish growth in application to forecasting the growth of aquaculture trout in closed water supply in-

stallations (CWSI). To perform the assessment and comparison, 8 nonlinear mathematical models of fish growth were 

considered. Tabular (parametric) models of feed for trout cultivation in the CWSI were taken as a standard, and on 

their basis the selection of optimal parameters was carried out, bringing each of the mathematical models closer to the 

standard one. The results were compared using an estimate of the standard error, the Akaike information criterion ad-

justed for a small sample size, and the Bayesian information criterion. As a result, the parameters providing the best 

approximation of the considered mathematical models of fish growth to the reference tabular function are obtained. As 

a result of the error estimation, it was found that the three-parameter von Bertalanfi model demonstrates the best accu-

racy. At the same time, other models (with the exception of exponential) have also demonstrated accuracy sufficient 

for practical use. The practical significance of the work is the conclusions on the adequacy of the use of nonlinear 

mathematical models for modeling trout growth in the CWSI, as well as the presented model parameters that provide 

the best approximation to the reference tabular function. 
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Введение 

В товарной аквакультуре скорость роста навески 

рыбы является одним из важнейших показателей 

экономической и производственной эффективности. 

Значения показателей ожидаемого прироста рыбы 

лежат в основе производственного плана и опреде-

ляют планы потребления кормов, логистики кормов, 

сортировки, вылова и отгрузки рыбы. На скорость 

роста рыбы влияет большое количество параметров: 

качество рыбопосадочного материала, возраст ры-

бы, используемые корма и режимы кормления, ка-

чество и химический состав воды и ряд других фак-

торов. При выращивании рыбы в установках за-

мкнутого водоснабжения (УЗВ) число неуправляе-

мых параметров значительно снижается по сравне-

нию с садковым или прудовым выращиванием. 

Для анализа прироста, как правило, используют-

ся показатели абсолютной, относительной и удель-

ной скорости роста рыбы, которые относятся к опи-

сательным моделям роста [1]. Популярность этих 

математических моделей связана с простотой ис-

пользования, хорошей сопоставимостью результатов 

и понятной биологической интерпретацией. Однако 

по построению такие модели являются апостериор-

ными и не могут дать прогнозных значений. К опи-

сательным моделям также относится температурный 

коэффициент роста (thermal growth coefficient, TGC), 

который может быть использован для прогнозирова-

ния размеров рыбы. Однако в исследованиях отме-

чается, что TGC не обладает хорошей точностью, 

поэтому предпринимаются попытки улучшения мо-

дели (см., например, [2]). 

Помимо простых описательных моделей суще-

ствует целый ряд нелинейных математических мо-

делей роста рыбы, обзоры которых можно найти, 

например, в работах [1, 3–5]. Наиболее известной 

моделью роста является уравнение фон Берталанфи, 

основанное на предположении о том, что изменение 

массы тела во времени является результатом разли-

чия между процессами анаболизма и катаболиз- 

ма [6]. На основе базовой модели роста фон Берта-

ланфи были разработаны несколько ее разновидно-

стей, например линейная и сезонная модели Берта-

ланфи [7, 8]. Как отмечают авторы работы [3],  

к наиболее часто используемым моделям в рыбохо-

зяйственных исследованиях относятся трехпарамет-

рическая модель фон Берталанфи, трехпараметри-

ческая модель Гомперца и трехпараметрическая ло- 

гистическая модель. 

В общем случае рост рыбы, в том числе и аква-

культурной радужной форели, описывается нели-

нейным процессом, состоящим из 3-х фаз: экспо-

ненциальной (молодь), линейной (молодая рыба)  

и ограниченной (зрелая рыба), поэтому соответ-

ствующая математическая модель роста должна 

описывать некоторую S-образную кривую. При 

исследовании процесса роста следует использовать 

мультимодельный подход, при котором на каждом 

этапе жизни для моделирования используется от-

дельная функция. Так, например, в работе [9] дела-

ется вывод о том, что для моделирования роста 

молоди лучше использовать степенную функцию 

роста, а для роста взрослой рыбы лучше подходит 

модель фон Берталанфи. 

Как правило, математические модели роста ры-

бы не учитывают внешних условий и режимов 

кормления, поскольку были разработаны в рамках 

исследований по рыболовству. В аквакультуре для 

оценки роста рыбы часто используются таблицы 

кормления (параметрические модели), описываю-

щие суточные нормы кормления и коэффициенты 

прироста в зависимости от навески рыбы и внеш-

них параметров, таких как температура воды и ко-

личество растворенного кислорода.  

Цель представленной работы заключается в оцен- 

ке адекватности и подборе оптимальных параметров 

восьми нелинейных математических моделей роста 

рыбы в приложении к прогнозированию роста аква-

культурной форели в УЗВ. Для выполнения оценки 

и сравнения были рассмотрены 8 нелинейных мате-

матических моделей роста рыбы: двух- и трехпара-

метрические модели фон Берталанфи, двух- и трех-

параметрические модели Гомперца, двух- и трехпа-

раметрические логистические модели, экспоненци-

альная и степенная модели. В качестве эталона взя-

ты табличные (параметрические) модели кормов 

Skretting [10] Nutra HP и Optiline RC для выращива-

ния форели в УЗВ. С помощью стандартных ин-

струментов библиотеки Scipy языка Python, осно-

ванных на нелинейных методах наименьших квад-

ратов, был выполнен подбор оптимальных парамет-

ров, приближающих каждую из математических 

моделей к эталонной. Сравнение результатов про-

водилось при помощи оценки среднеквадратичной 

ошибки, информационного критерия Акаике с по-
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и правкой на небольшой объем выборки, байесовско-

го информационного критерия. 

В итоге представлены параметры, обеспечива-

ющие наилучшее приближение рассматриваемых 

нелинейных математических моделей роста рыбы  

к эталонной табличной функции. Результаты оценки 

погрешностей показали, что трехпараметрическая 

модель фон Берталанфи демонстрирует лучшую 

точность, при этом другие модели (за исключением 

экспоненциальной) также показали точность, доста-

точную для использования на практике. 

Практическую значимость работы представля-

ют выводы об адекватности использования нели-

нейных математических моделей для моделирова-

ния роста форели в УЗВ, а также представленные 

параметры моделей, обеспечивающие наилучшее 

приближение к эталонной табличной функции. 

 

Материалы и методы 

В качестве модельных данных была использова-

на ранее упомянутая табличная модель роста ра-

дужной форели в УЗВ, представленная компанией 

Skretting. Табличная модель устанавливает суточ-

ные нормы кормления и кормовые коэффициенты 

для рыбы различной навески при различных темпе-

ратурах воды, определяющие траекторию роста. 

Для сравнения были выбраны 8 нелинейных 

математических моделей роста: двух- и трехпара-

метрические модели фон Берталанфи (2-VBGM,  

3-VBGM), двух- и трехпараметрические модели 

Гомперца (2-GGM, 3-GGM), двух- и трехпараметри-

ческие логистические модели (2-LGM, 3-LGM), экс-

поненциальная модель (EGM) и степенная модель 

(PGM). Формулы расчета для моделей и набор пара-

метров, некоторые из которых несут биологическую 

смысловую нагрузку, представлены в табл. 1, в ко-

торой используются следующие обозначения:  

W(t) – прогнозируемая навеска рыб (вес) в момент 

времени t; W∞ – предельная навеска рыбы; k – экс-

поненциальная скорость роста; t0 – возраст рыбы 

при нулевом весе; T – расположение точки переги-

ба; b, A0 – некоторые параметры. 

Таблица 1 

Table 1 

Формулы расчета для моделей роста 

Calculation formulas for growth models  

Модель Формула Набор параметров Источник 

2-VBGM   W(t) = W∞ (1 – e–kt)b {W∞, k, b} [11] 

3-VBGM ( ) ( )( )0 1
b

k t t
W t W e

− −
∞= −  {W∞, k, t0, b} [12] 

2-GGM ( )  = 
ktbeW t W e

−−
∞ ⋅  { }, , W k b∞  [13] 

3-GGM ( )
( )

–
k t T

beW t W e
− −

∞= ⋅  { }, , , W k b T∞  [14] 

2-LGM ( ) ( )– =  / 1 ktW t W be∞ +  { }, , W k b∞  [13] 

3-LGM ( ) ( )( )– –
 =  /  1

k t T
W t W be∞ +  { }, , , W k b T∞  [15] 

EGM ( ) 0 = ktW t A e  { }0 , A k  [16] 

PGM ( ) 0 = kW t A t  { }0 , A k  [17] 

 

Для оценки параметров каждой модели исполь-

зовался алгоритм Левенберга – Марквардта, кото-

рый является одним из нелинейных методов 

наименьших квадратов [18, 19], реализованный  

с помощью стандартных инструментов библиотеки 

Scipy языка Python. Точность подобранных моделей 

роста была оценена с помощью следующих метрик 

эффективности: 

– среднеквадратичная ошибка 
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( )
2

=1
ˆ ,= 1/

n

i ii
MSE n y y⋅ −∑  

где n – объем данных; yi – исходные данные; ˆ
i

y  – 

прогнозируемые данные; 

– информационный критерий Акаике (AICc)  

с поправкой на небольшой объем выборки 

( )2 1
= 2 +  ln( ) +

1

K k
AICc K n MSE

n K

+

− −
, 

где K – количество параметров в модели [20, 21]; 

– байесовский информационный критерий [22]  

BIC = K ln(n) + n ln(MSE).   

Модель с наименьшими значениями среднеквад-

ратической ошибки и информационных критериев 

считается наилучшей для моделирования роста ра-

дужной форели.  

 

Результаты и обсуждение 

Результаты подбора параметров моделей, обес-

печивающих наилучшее приближение к эталонной 

табличной функции, представлены в табл. 2.  

Таблица 2 

Table 2 

Оценка набора параметров восьми моделей роста 

Evaluation of a set of parameters for eight growth models 

Модель 

Параметр 

W∞ k b t0 T A0 

2-VBGM 2,6938E+12 7,04E-07 2,60 – – – 

3-VBGM 205 530,56 0,00059 3,32 –42,54 – – 

2-GGM 8 222,11 0,0037 7,25 – – – 

3-GGM 8 222,11 0,0037 6,06 – 48,54 – 

2-LGM 2 350,49 0,0138 131,24 – – – 

3-LGM 2 350,49 0,0138 9,85 – 187,86 – 

EGM – 0,00935 – – – 42,2 

PGM – 2,5985 – – – 0,00028 

 

Отдельные параметры исходных математиче-

ских моделей имеют биологическое наполнение. 

Так, параметр W∞ определяет предельную навеску 

рыбы, однако в результате подбора оптимальное 

значение варьирует в диапазоне от 2 350,49 г  

до 2,6938E+12 г, где максимальные значения полу-

чены для моделей фон Берталанфи, а наименьшие – 

для логистических моделей. Учитывая, что вес 

наиболее типичной особи радужной форели состав-

ляет 2 000–3 000 г, а максимальный зафиксирован-

ный вес форели достигает 25 400 г [23], наиболее 

адекватные значения параметра W∞ дают логистиче-

ские модели и модели Гомперца. Параметр экспо-

ненциальной скорости k находится в диапазоне от 

2,49E-07 до 2,5985, причем его наименьшие значе-

ния получены для двухпараметрической модели 

фон Берталанфи. Максимальные значения парамет-

ра k имеет степенная модель. Параметр t0, указыва-

ющий на возраст молоди с нулевым весом в трехпа-

раметрической модели фон Берталанфи, имеет от-

рицательное значение. Такое значение параметра 

объясняется тем, что в таблице кормления отсчет 

возраста рыб с массой 2,1 г начинается с 1. Потеря 

биологического содержания подобранных парамет-

ров является следствием ограниченности практиче-

ской максимальной навески форели, выращиваемой 

в УЗВ. 

О степени близости нелинейных моделей к эта-

лонной можно судить по показателям эффективно-

сти, представленным в табл. 3. 

Можно заметить, что модели показывают невы-

сокую погрешность, а значит, каждую из них (кро-

ме экспоненциальной модели) можно использовать 

на практике. 

В последнем столбце табл. 3 представлен рей-

тинг моделей относительно их приближенности  

к эталонной. Согласно рейтингу, трехпараметриче-

ская модель фон Берталанфи демонстрирует 

наилучшую точность аппроксимации.  
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Table 3 

Оценки качества аппроксимации моделей 

Estimates of the quality of model approximation  

Модель 

Критерий 

Рейтинг 

MSE AICc BIC 

2-VBGM   19,44 1 160,35 2 631,75 4 

3-VBGM 7,61 797,53 813,28 1 

2-GGM 36,57 1 406,16 1 417,99 3 

3-GGM 36,57 1 408,21 1 423,21 4 

2-LGM 277,46 2 194,45 2 206,28 5 

3-LGM 277,46 2 196,49 2 212,24 6 

EGM 2 061,36 2 972,54 2 980,43 7 

PGM 19,42 1 157,86 1 165,75 2 

 

Заключение 
В товарной аквакультуре скорость роста навес-

ки рыбы лежит в основе производственного плана 
и определяет планы потребления кормов, логисти-
ки кормов, сортировки, вылова и отгрузки рыбы. 
Для контроля скорости роста рыбы на предприяти-
ях аквакультуры в основном применяются таблич-
ные (параметрические) модели, разрабатываемые 
производителями кормов для своей продукции. 
Наряду с табличными моделями существуют раз-
личные математические модели, используемые для 
прогнозирования и оценки темпов роста рыбы. 
Среди них наиболее часто используются нелиней-
ные модели, такие как двух- и трехпараметриче-
ские модели фон Берталанфи, двух- и трехпара-
метрические модели Гомперца, двух- и трехпара-
метрические логистические модели, экспоненци-
альная и степенная модели. 

В представленной работе выполнена оценка 
адекватности и подбор параметров восьми нели-
нейных математических моделей в приложении  
к прогнозированию роста аквакультурной форели  
в УЗВ в сравнении с принятой за эталонную таб-

личной моделью. Такой подход имеет некоторые 
особенности. Во-первых, навеска рыбы по практи-
ческим причинам ограничивается 1,5 кг и двумя 
стадиями роста (молодь и молодая рыба), не обра-
зующими S-образной кривой. Во-вторых, в силу 
постоянства внешних условий в УЗВ, полученные 
модели имеют прогностическое свойство. 

В ходе исследования получены параметры, 
наилучшим образом приближающие рассматривае-
мые модели к эталонной. Результат оценки погреш-
ностей показал, что трехпараметрическая модель 
фон Берталанфи демонстрирует лучшую точность. 
При этом другие модели (за исключением экспо-
ненциальной) также показали точность, достаточ-
ную для использования на практике. Необходимо 
отметить, что в силу ограниченной навески рыбы 
параметры моделей перестают нести исходное за-
ложенное биологическое наполнение (в частности, 
W∞ – предельная навеска рыбы; t0 – возраст рыбы 
при нулевом весе). 

Результаты исследования могут использоваться 
для моделирования роста форели на действующих 
предприятиях. 
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